Kolektiv

MATEMATIKA
Prijimaci zkousky na CVUT

Praha 2001
Vydavatelstvi CVUT



Lektofi: doc. RNDr. Cenék Zlatnik, CSc.
doc. RNDr. Ludmila Machacova, CSc.

© Jaroslav Cemy, Rizena Cerna, Frantisek Gemperle, Vladimira Hajkova,
Milada Kocandrlova, Ladislav Prucha, Jifi Taufer, 2001
ISBN 80-01-02323-0



mnozina vSech pfirozenych cisel

mnozina vsech celych cisel

mnozina vSech racionalnich ¢isel

mnozina vSech realnych cisel

mnozina vSech komplexnich c¢isel

mnozina vSech realnych c¢isel riiznych od a

mnozina vSech redlnych c¢isel riznych od a a b

a rovné se b

a se priblizné rovna b

a se nerovna (je rtzné od) b

a je vétsi nez b

a je vétsi nebo se rovna b

a je mens$i nez b

a je mensi nebo se rovna b

a plus nebo minus b

otevieny interval

uzavieny interval

polouzavieny interval

polouzavieny interval

nekonec¢no

interval neomezeny zleva

interval neomezeny zprava

oboustranné neomezeny interval, mnozina vsech realnych cisel
absolutni hodnota ¢isla a

druh& odmocnina z nezaporného cisla a

n-t4 mocnina ¢isla a

n-t4 odmocnina cisla a

logaritmus ¢isla x o zadkladu a

dekadicky logaritmus cisla x, logaritmus o zakladu 10
prirozeny logaritmus ¢isla x, logaritmus o zakladu e
Ludolfovo ¢islo, délka oblouku ptlkruznice o poloméru jedna
Eulerovo cislo, zdklad prirozenych logaritmt
komplexni jednotka (i2 = —1)

algebraicky tvar komplexniho ¢isla z

¢islo komplexné sdruzené k cislu z

a je prvkem mnoziny M
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implikace, z U plyne V'
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Predmluva

Vazeni ¢tenafri,

pokud se Vam dostala do ruky tato knizka, ziskali jste databéazi iloh
stredoskolské matematiky, ze které se vybiraji priklady u prijimaci
zkousky z matematiky na CVUT. Knizka nemé4 tradiéni strukturu pii-
rucky pro pripravu na prijimaci zkousky z matematiky. Pii letmém
prohlédnuti obsahu zjistite, ze zahrnuje tradicni partie stredoskolské
matematiky a tradiéné formulované standardni tlohy z téchto partii
a je jen jakousi sbirkou (vybranych) prikladi. Pokud byste chtéli pii
pripravé na prijimaci zkousku sdhnout po néjaké prirucce, doporucu-
jeme vam knizku V. SEDLACKOVA, M. HYANKOVA: Matematika pro
zajemce o studium na vysokych skolach technickych, 2. prepracované
vydani, Praha, CVUT, 1995, 249 s.

Vsechny kapitoly této sbirky maji stejnou strukturu. V kazdé jsou
zopakovany zakladni pojmy, nasleduje nékolik vybranych reSenych iloh
a nakonec je uvedeno nékolik neresenych priklad@ na procviceni. Pri-
klady jsou formulovany béznym zptisobem. Posledni kapitola obsahuje
ukazky testil, které se u piijimacich zkousek z matematiky na CVUT
pouzivaji na vétsiné fakult. Od akademického roku 2000/2001 je test
pfijimaci zkousky z matematiky na vSech fakultach CVUT stejny, pou-
ze na Fakulté architektury neni pfijimaci zkouska z matematiky tak
rozsahla a priklady v ni jsou obsazeny v kapitolach 1, 2, 4 a 10.

K posledni kapitole monografie a testiim ucinime nékolik poznamek.
Prvni dva testy seznamuji ¢tenare s tim, jak se zméni formulace pii-
kladu, jsou-li v ném nabidnuty odpovédi. V kazdém prikladu je to pét
odpovédi, z nichz pravé jedna je spravnéa. U vétsiny priklad je v téchto
testech odkaz na tulohu v predchazejicich kapitolach, ktera je s ptikla-
dem ekvivalentni. Ctenai si tak mtzZe v téchto tlohach porovnat, jak
se zménila formulace ptikladd. U dvou typt tloh odkazy nenajdeme.
Jde o nerovnice s jednou absolutni hodnotou (napf¥. pfiklad 13 v tes-
tu ¢. 1, resp. 2) a jednoduché vlastnosti goniometrickych funkeci (napf.
priklad 15 v testu ¢. 2). Ptiklady na vyrazy s logaritmy (napt. ptiklad 4
v testu ¢. 2) jsou také uvedeny jako typy a v testu se mohou objevit
v modifikované (analogické) podobé. Pokud ostatni tllohy v testech jsou



vybirany pouze z prikladi sbirky, mohou se tyto typy priklad v testech
liSit numerickym zadanim.

Sbirka vznikala vice nez rok a na jeji tvorbé se podilela cel& fada pracov-
niki kateder matematiky CVUT. Vedle autorii uvedenych v podtitulech
to byli RNDr. Dana Kolaiov4 (Fakulta architektury), Mgr. Sarka Vor4-
¢ova (Fakulta dopravni), RNDr. Marie Ludvikova, CSc., RNDr. Jura
Charvéat, CSc., RNDr. Vaclav Kelar, CSc., RNDr. Zdenék Sibrava, CSc.
(Fakulta stavebni). Vyznamnymi pfipominkami ptispéli ke koneéné po-
dobé jak osnovy monografie, tak vlastniho textu prof. RNDr. Marie
Demlova, CSc., doc. RNDr. Ludmila Machacova, CSc., a doc. RNDr.
Cenék Zlatnik, CSc. Za jejich cenné pfipominky dékujeme.

Véiime, ze sbirka tiloh pomiize véem uchazedim o studium na CVUT
v pripravé na prijimaci zkousku. Prejeme vam pri feseni tloh hodné
uspéchi.

V Praze dne 30.11.2000 Autori



Kapitola 1.
ALGEBRAICKE VYRAZY

v/

Vyraz. Presna definice vyrazu by byla ponékud slozitéjsi. Pro nase
ucely budeme vyrazem rozumét matematicky objekt, ktery predsta-
vuje spravné zapsanou kombinaci ¢isel, proménnych, zavorek a sym-
bolti funkci a matematickych operaci. Navic budeme predpokladat, ze
vSechny proménné jsou z oboru realnych ¢isel. Pro zjednoduseni bude-
me v dalsim textu vyrazy oznacovat velkymi pismeny.

Smysl vyrazu. Rekneme, Ze vyraz A méa pro dané hodnoty proménnych
smysl, pokud pii dosazeni téchto hodnot do vyrazu a postupném vypo-
¢tu jsou argumenty vSech ve vyraze obsazenych funkci a matematickych
operaci z pripustného oboru.

Rovnost vyjrazii. Rekneme, Ze vyrazy A, B jsou si rovny na spole¢ném
oboru proménnych M prave tehdy, kdyz:

1) Oba vyrazy maji smysl pro vsechny hodnoty proménnych z mno-
ziny M.

2) Oba vyrazy nabyvaji pro stejné hodnoty proménnych stejnych hod-
not.

Zjednoduseni virazu. Rekneme, 7e vyraz B je zjednodu$enim vyrazu A
pravé tehdy, kdyz:

1) Oba vyrazy jsou si rovny na neprazdném oboru proménnych M.

2) Vyjraz B obsahuje méné funkci a symboli matematickych operaci,
pripadné i méné proménnych nez vyraz A.

RESENE ULOHY

PRIKLAD 1. Vyraz
(2a — b)? — (2b — a)*

rozlozme na souc¢in mnohoclenti s co nejnizsimi stupni.
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Reseni. Pro vsechna a,b € R plati:

(2a —b)? — (2b —a)® = [(2a — b) — (2b — a)] - [(2a — b) + (2b — a)] =
=3(a —b)(a+D).

> PRIKLAD 2. Zjednodusme vyraz

a—2b_b—2a_ 202
a-+b a—b a?—10b%"

Reseni. Vyraz ma ziejmé smysl pouze za predpokladu a # b A a # —b
Za tohoto predpokladu lze psat:

a—2b b—2a 2a° B

a+b a—b aZ—0b2
_ (a—2b)(a—b) — (b—2a)(a+b) — 2a®
o a2 — b2
_a*—=2ab+0b*  (a—Db)?*  a-—Db

a2—b2  (a—0b)(a+b) a+b’

Vsimnéme si, ze vysledny vyraz je definovan i v ptipadé a = b. Definice
rovnosti vyrazi ovsem vyzaduje, aby smysl mél jak ptivodni, tak i upra-
veny vyraz, a proto je k vysledku nutno uvést obé vychozi podminky.

> PRIKLAD 3. Za piedpokladu a = 0 zjednodusme vyraz

S
S
Q
R

Reseni. S podminkou uvedenou v zadani tlohy m4 vyraz vzdy smysl.
Proto mtizeme pristoupit k jeho tpravam:

=}
S
=}
S
I
S
N[
=}
=
S
ol [

1
.qi6 = 16 — qlb.
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> PRIKLAD 4. Uréeme podminky, za kterjch mé smysl vyraz

—1

\/(1+a)€’/m
3a

Reseni. Jmenovatel zlomku v zavorce zfejmé nesmi byt nulovy. Prvni
podminkou proto je

a # 0.

Dale vyraz pod odmocninou v citateli zlomku musi byt nezaporny.
Vzhledem k tomu, Ze plati

(a+1)vVa+1=+/(a+1)* =20 pro vsechna a €R,

je tento pozadavek splnén. Posledni operaci, kterou musime vzit v ava-
hu, je prevracend hodnota celého zlomku. Ta je definovana pouze v
piipadé, ze zlomek (resp. jeho citatel) neni roven 0. Odtud dostavame
druhou podminku

a# —1.

NERESENE ULOHY

1. Vyraz (a —b)c* + (b —a)c* rozlozte na soudin mnohoclenii s co
nejnizsimi stupni.

2. Vyraz (v?+1)® — (v® —2v —1)? rozlozte na soucin mnohoélent
s co nejnizsimi stupni.

3. Vyraz (x+1)* —2* +22% — 1 rozlozte na soudin mnohoélent
s co nejnizsimi stupni.

4. Vyraz (v —1vy)®> — 2> +4> rozlozte na soudin mnohoélenti s co
nejnizsimi stupni.

5. Vyraz 36 — 92* — 42% + 2% rozloZte na soucin mnohoclent s co
nejnizsimi stupni.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Zjednoduste vyraz

1. Algebraicke vyrazy

. Viraz 21z —492% + 9t — 9t rozlozte na sou¢in mnohoé¢lent s co

nejnizsimi stupni.
2?2 — 8z + 16

3x — 12
96a3b” — 24a°b°
24a5b% — 12a565

Zjednoduste vyraz

2 _ 2
. Zjednoduste vyraz (z +y) : .
(x + 2)% — y?
1— 1
Zjednoduste vyraz ] i i ¢_ R
—1 1
Zjednoduste vyraz ¢ _ ¢ :
a a—1 a®*—a
1 2 z? -1
Zjednoduste vy — — :
jednoduste vyraz 1 @r1)? @elp
2 2 1 1
Zjednoduste vyraz r o + :
r—1 x4+1 xz—-1 ax+1
Zjednoduste vyraz
1 1 1

da—bla—0 " bb—a)b—0)  de—a)e=b)

Za predpokladu a#0, b#0 a a # b zjednoduste vyraz

G-2) (%)

a2 \! a2 — 4\ !
Ziednoduste vy . )
jednoduste vyraz <a+2) ( - )

a a2 \*
Zijednoduste vy .
j e vyraz e <a—|—2>

Za predpokladu v #1 a v # —1 zjednoduste vyraz

[(1—v)""+ (1 +0v)] !



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

1. Algebraicke vyrazy

) . , m n m? —n?
Zjednoduste vyraz | — — — ) ———.
nom 2m=n

13

Za predpokladu z#0, z#1, z#3 a 2z# —3 zjednoduste

vyraz

22— 2 _1‘22—32
22 -9 oz —1

z? — 2xy
Zjednoduste vy 2_4 49?)  m—2
jednoduste vyraz (x Ty + y) 22 1 22y
Zjednoduste vyraz Toy_ Tty .2
r+y x—y) x%2—1y?
a? + b2 a b
Zjednoduste vy : - .
jednoduste vyraz 2+ ab (a—b a+b)
b(a —b —b
Zjednoduste vyraz [ EC:_ ab) — 1] : [ 1a+ s b] :
) 20 — 1
Zjednoduste vy 1):11-— .
jedanoduste vyraz <x+1+) ( :C—I—l)

a

dnoduste o 3ab , a2 3ab+1  2a+1
ednoduste vyraz : —
) Y a+1 (a+1)3 a ala+1)

2x2—4m—|—2.6x—6 r+1
2+1 T xt-1) 3
Za predpokladu n # 0, n# 2 a n # —2 zjednoduste vyraz

Zjednoduste vyraz

n—+ 2 3. n3 4+ 4n2 + 4n n
n—2/) "3n2—-12n+12| 3°

1 a 1 b
Zj S y 1 — 1 :
jednoduste vyraz p— ( + Y b) P ( + o b)

1 1
Zjednoduste vyraz (a 1 a1 1) : 1

1 1 — 2a? 1
Zjednoduste vyraz (1 — 1) : (a— ] a + 1) ——.

—a —a a

— 3+ da’.

|
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

1. Algebraicke vyrazy

a-+b a—>b 2b2 1 1
Z. v Id _ _ . . .
jednoduste vyraz [Z(a 5 20a+b) bB2- ag] (b a)

Zjednoduste vyraz

1 2 1 4
22 —2x+1 22-1 22422+1) (22-1)2°

<2u—3 u—+1 u2+3> u+1
2u —

Zjednoduste vyraz — —
u+1l  2—2u 2u?-—2

u2 —u

a b a b
Zj S y 1): — 1]).
jednoduste vyraz (a+b+a—b+ ) <a—b a+b+ )
2 2 2
2
Zjednoduste vyraz a4 + 9 +21:(—=).
b a ab

4 b4 62 2 2
Zjednoduste vyraz 2 2. [(1 + —) <1 _ + a—)} )

Zjednoduste vyraz

[(_x)—2n : (—:C)_Qn_l}_2 : [(—x)2n+1(—$)_2n+1}3 .

1 1
Zjednoduste vyraz \/—2 —/m.
m
Za predpokladu x > 0 zjednoduste vyraz

vava

Zjednoduste vyraz _—

Vat Va3



44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Zjednoduste vyraz

Zjednoduste vyraz

Zjednoduste vyraz

Zjednoduste vyraz a

Zjednoduste vyraz

Zjednoduste vyraz

Za predpokladu a > 0, b > 0 zjednoduste vyraz

Zjednoduste vyraz

Zjednoduste vyraz

Zjednoduste vyraz

Urcete podminky, za kterych méa smysl vyraz

1. Algebraicke vyrazy

Vavb Va?

VVba3

(Ga}

Za predpokladu z > 0 zjednoduste vyraz

3x2\/F
—\3/5.
Va2 - Va3

\/ va

wlm

oa|>-n

VAR TAVETER \/7

¢

—1

1
\ /a5

15

§

o
)

ﬁ
Q
S

5

2[5
=
Sk
S -
| |
[ [ N
|

Lall BN

a—1

a’ —azr(2a —x)
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56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

1. Algebraicke vyrazy

Urcete podminky, za kterych mé smysl vyraz

( —I—l) 1 n 4 5%
x — .
r+1 x2—-4x 22-3x—4

Urcete podminky, za kterych mé smysl vyraz

1
5 3 3

241 2@+ 2@—1)

Urcete podminky, za kterych mé smysl vyraz

a? —1 1 ] a—an3—n*+n
n2 + an ] 1 1 —a?
n

Urcete podminky, za kterych mé smysl vyraz

a , 5 . a?+3a+2Y\ "
5\/(a—|—1)(a 1)(1+ 2a + a?) (—r—l ) :

Pro ktera a je vyraz

<\/1+ﬁl—a+\/1—71a;—al—|—a) (\/;3

roven —17

Viraz 3+ 22% — x — 2 rozlozte na sou¢in mnohoélent s co nej-
nizsimi stupni.

Zjednoduste vyraz < ¢ Y )( Y + ¢ )

U —v u—+v U —v u—+v

Pro kterd x je vyraz

roven —17



Vysledky
1. (b—a)c*(c+1)(c—1) 2. wv+1)(v—1)
3. 4z(zx + 1) 4. 3zy(y — x)
5. (¢ +2)(x — V2)(z + V2)(x — 3)(z + 3)
—4
6. (3t—72)(3t+7z—3) 7. $3 pro x # 4
8. 2(a——|;2b)’ pokud a #0 Ab#0 A a#2b
a
T+y—=z 2 2
9. — ———, pokud (z+2)" #y
r—y-+=z
2 2
10. 1o’ pokud a #0 A a#1 11. 14’ pokud a #0 A a# 1
—a —a
12. 0 pro z # —1 13. 2 pro z# 1 Az # —1
14. %, pokud a Z0OANbD#OAc#O0OANa#bNa#c NbF#c
abc
15. (a+b)?
16. ;, pokud a #0 A a#2 A a# -2
a(a —2)
17. 1 , pokud a #0 A a#2 A a# —2
a(a — 2)
1—?
18.
2
19. 2mn, pokud m#0An#0 A m#%nAm=#—n
20, 213
z
21. z° —4y® pro e A0 Az #2y A x # —2y
22. —4, pokud z#£O0ANYy#0Ax#y N x# —y
23. a—b’ pokud a#0 A a#b A a# —b
a
24. —l, pokud a#0 A ab# —1 25. —2, pokud x # —1 A x # 2
a
26 a okud a;zEO/\aJ;«ré—l/\3b3«é—L
Cat1 ? (a+1)2

1. Algebraicke vyrazy

17
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27.

28.

30.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

40.

42.

44.
46.
48.
50.
52.
54.
56.
57.
58.
59.

60.
62.

1. Algebraicke vyrazy

(x —1)%, pokud =z #1 A z# —1

2 1
nt 29. —— , pokud a# -bAa#b
n—2 a—>b

0, pokud a#1 A a# —1 31. 0, pokud a#0 Aa#1

2, pokud a #0AbDF#OAa#bAaz#-—b

1, pokud z#1 A x # —1

2(u® — 1)

1, pokud a0 Aa#b A a# —b

pro uZ0 A u#1 AN u# -1

M, pokud a #0 A b#0
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Kapitola 2.
FUNKCE

Funkce se nazyva kazdé zobrazeni z mnoziny realnych cisel do mnoziny
realnych cisel.

Funkci budeme vzdy definovat predpisem, ktery realnému cislu = pri-
razuje pravé jedno redlné ¢islo f(z) (hodnota funkce v bodé ).
Mnozina vSech realnych cisel, pro ktera méa predpis funkce f smysl, se
nazyva definicni obor funkce f, znacime D(f). Defini¢ni obor funkce
je tedy nejvétsi podmnozina realnych cisel, na které je funkce f defi-
novana (pouziva se i nazev maximalni defini¢ni obor). Funkci mizeme
vySetfovat i na podmnozinach D(f).

Obor hodnot funkce f je mnozina H(f) = {f(x):z € D(f)}.

Graf funkce f (ve zvolené kartézské soustavé souradnic Ozy v roving)
je mnozina G(f) = {[z, f(z)] : x € D(f)}.

Poznamka. V dasim textu budeme pro funkci pouzivat zapis typu
f:y=+v1—2a2 nebo f(x) = v/1— z2. Nebude-li zaddna mnozina, na
niz mame funkci vysetifovat, je nutné vzdy urcit defini¢ni obor funkce.
Pro danou funkci f uréime mnozinu vSech realnych cisel x, pro ktera

mé vyraz v/1 — 22 smysl, tedy D(f) = (~1,1).
Vlastnosti funkci (f je funkce, J je interval, J C D(f)):
e funkce prosta — pro vSechna x1,x5 € D(f) plati:
jeli my # x2, pak f(z1) # f(z2)
e funkce rostouct na J— pro vSechna z1,xo € J plati:
je-li w1 < w2, pak f(x1) < f(x2)
e funkce klesajict na J— pro vSechna x1,x9 € J plati:
je-li z1 <@g, pak f(x1) > f(x2)
e funkce sudd — 1. pro kazdé x € D(f) je také —x € D(f)
2. pro kazdé x € D(f) je f(—x)= f(x)

e funkce lichd — 1. pro kazdé x € D(f) je také —x € D(f)
2. pro kazdé x € D(f) je f(—x)=—f(x)

N— ——r N— —r
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e funkce periodickd  — existuje ¢islo p € R—{0} (tzv. perioda funk-
ce f) takové, ze plati:
1. pro kazdé x € D(f) je také x +p € D(f)
2. pro kazdé x € D(f) je f(x+p)=f(x)

Poznamka. Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce
je soumérny podle pocatku kartézské soustavy souradnic.

Funkce inverzni k prosté funkci f je funkce f~!, pro kterou plati:
L. D(f~) = H(f),

2. kazdému y € D(f~1) je pfifazeno to x € D(f) = H(f™ 1), pro které
flz) =y

Poznamka. Protoze jsme zvykli znacit nezavisle proménnou z, zameé-
nime v zapise inverzni funkce x a y. Podle tmluvy vynasime nezavisle
proménnou na osu z a funkéni hodnoty na osu y, pak grafy funkci f
a f~! jsou navzadjem soumérné sdruzené podle piimky y = x.

Pripomenme si, jak ze znamého grafu funkce f ziskdme grafy dalsich
funkci.

1. g(x) = f(x)+¢, ce R—{0}

YA

\

/
~
sY

Funkéni hodnoty funkci f, g se v kazdém bodé z 1isi o danou kon-
stantu ¢, g(x) — f(z) = c. Graf funkce g ziskdme posunutim grafu
funkce f o ¢ jednotek ve sméru osy y. Pro ¢ > 0 se jedna o posunuti
ve sméru kladné poloosy y, pro ¢ < 0 o posunuti ve sméru zaporné
poloosy y.
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Funkce g ma v bodé x — ¢ stejnou funkéni hodnotu jako funkce f
v bodé z, g(x — ¢) = f(x). Graf funkce g ziskdme posunutim grafu
funkce f o c¢ jednotek ve sméru osy x. Pro ¢ > 0 jde o posunuti
ve sméru zaporné poloosy x, pro ¢ < 0 o posunuti ve sméru kladné
poloosy .

3. g(x) =cf(x), ce R—{0}

YA

Funkéni hodnota funkce g v bodé x je c-nasobkem funkéni hodnoty
f(x). Vzdalenost bodu [z, g(z)] = [z, cf(x)] od osy x je |c|-ndsob-
kem vzdélenosti bodu [z, f(x)] od osy z. Pro ¢ > 0 je bod [z, g(x)]
ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou v ose x jako bod [z, f(z)],
pro ¢ < 0 v poloroviné opacné.
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4. g(z) = f(cx), c€ R—{0}

I g(z) = f(—2z)

O -
AR
| BV

Funkce g ma v bodé x/c stejnou funkéni hodnotu jako funkce f v bo-
dé x, g(x/c) = f(x). Vzdalenost bodu [z/c, g(z/c)] = [x/c, f(z)] od
osy y je (1/|c|)-ndsobkem vzdalenosti bodu [z, f(x)] od osy y. Pro
¢ > 0 je bod [x/c, g(x/c)] ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou
v ose y jako bod [z, f(x)], pro ¢ < 0 v poloroviné opacné.

Dalsi funkce lze ziskat z dané funkce f pouzitim absolutni hodnoty.
Pripomenme si definici absolutni hodnoty realného disla.

Absolutni hodnota redlného Cisla a je ¢islo |al, pro které plati:

je-li @ 20, je |a| =a,

je-li a <0, je |a| = —a.

Funkce absolutni hodnota je funkce y = |x|, definiéni obor je R. Graf
funkce absolutni hodnota:

YA

Q
—_
BY
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YA

]Y

N

Funkéni hodnoty funkce g jsou ¢isla nezaporna. Graf funkce g je
v poloroviné y 2 0 s hrani¢ni pfimkou v ose xz. Pro f(z) 20 je
g(z) = f(x), pro f(z) <0 je g(x) = —f(z). Graf funkce g ziska-
me z grafu f tak, ze ¢ast grafu funkce f ,nad“ osou x ponechame,
¢ast grafu funkce f ,,pod“ osou x zobrazime v osové soumeérnosti
S osou .

- g(x) = f(|=])

AN N
N

Je-li x € D(g), pak také —z € D(g) a g(x) = g(—=). Funkce g je
suda a jeji graf je soumérny podle osy y. Pro x € D(g), x 2 0 je
g(z) = f(x), tedy graf funkce g v poloroviné x = 0 s hraniéni pfim-
kou v ose y splyva s grafem funkce f. Graf funkce g v poloroviné
opacné sestrojime s vyuzitim osové soumeérnosti s osou y.
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2.1. Linearni funkce

Linearni funkce je kazda funkce
fry=ax+0b,

kde a, b jsou realna cisla.

Defini¢ni obor této funkce je D(f) = R.

Grafem linearni funkce je primka, ktera je rtiznobézna s osou y.
Specialnim pripadem linearnich funkci jsou funkce, pro které je a = 0,

tj. funkce tvaru f: y = b. Tyto funkce nazyvame konstantni funkce.
Grafem konstantni funkce je primka rovnobézna s osou x.

Dalsim specialnim piipadem jsou funkce, pro které je b = 0, a # 0, tj.
funkce tvaru f: y = ax. Pro tyto funkce uzivame nazev primd imeérnost.

RESENE ULOHY
PRIKLAD 1. Sestrojme grafy funkci
fry=2x+2, g: y:—%a:—l—l, h:y= -2

(do jednoho obrazku).

Reseni. Funkce f, g, h jsou linedrni funkce, jejich grafy jsou piimky.
Grafy funkci sestrojime tak, ze ur¢ime souradnice dvou bodt, které na
grafu lezi.

Na grafu funkce f lezi bod o soutadnicich x =0, y =2-0+ 2 = 2, t;j.
bod [0, 2] a také bod o soutadnicich z = -1, y =2 (1) + 2 = 0, tj.
bod [—1, 0].

Na grafu funkce g lezi body [0, 1] a [2, 0].
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Funkce h je konstantni funkce, jejim grafem je primka rovnobézna
s osou x prochézejici bodem [0, —2].

YA

N
1
—1 \ z
0] I T
-2

/ h

V nasledujicich tlohach vyuzijeme poznatky o linedrnich funkcich k se-
strojeni grafi nékterych funkci s absolutnimi hodnotami.

> PRIKLAD 2. Sestrojme graf funkce

fry=|z+2|-3.

Resen.

1. zpusob: Uréime tzv. nulovy bod vyrazu |z + 2|, tj. bod, pro kte-
ry ¢+ 2 =0. Nulovy bod je + = —2. Timto bodem je defini¢ni obor
D(f) = R rozdélen na dva intervaly. V kazdém intervalu muzeme od-
stranit absolutni hodnotu.

a) x € (—oo, —2)
r+2<0= |z+2|=—(x+2) = y=—2-5

Pro x € (—oo,—2) splyva graf funkce f s grafem funkce g: y =
= —x — 9.
b) z € (—2,00)
r+220= |[z+2|=2+2 = y=z-1

Pro x € (—2,0) je graf funkce f ¢ast primky, ktera je grafem funkce
h:y=x—1.
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Shrnuti: Graf funkce f je tvofen dvéma polopiimkami se spolecnym

pocatec¢nim bodem.

Ay
f
—‘2
-5 ;
\
\
\
/ N\
/ AN
//
v h

ol/1 T

2. zpusob: Vyjdeme ze znamého grafu funkce g: y = |x|. Graf funkce f
muzeme ziskat zptisobem popsanym v tvodu kapitoly o funkcich:

f(z) =g(z+2) - 3.

Graf funkce f ziskdme posunutim grafu funkce g o 2 jednotky ve sméru
zaporné poloosy = a posunutim o 3 jednotky ve sméru zaporné polo-

oSy .
YA

> PRIKLAD 3. Sestrojme graf funkce

]Y

fry=lz+1] -2z
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Reseni. Defini¢ni obor funkce D(f) = R rozdélime nulovymi body vy-
razi |xr + 1| a |z| na tfi intervaly, v kazdém z nich mizeme absolutni

hodnoty odstranit.

(—o0,—1) | (-1,0) {0, 00)

|z + 1| —z—1 x+1 r+1
|| —x —x x

|z + 1] — 2|x| r—1 3x+1 —x+1

Graf funkce f se sklada ze dvou poloprimek a jedné tsecky.

YA

AN

1
—1,/0
\
+_-9 f

]Y

NERESENE ULOHY

1. Urcete defini¢ni obory nasledujich funkci a popiste ktivky, které
tvori jejich grafy:

2?4+ 4x+4
. — 2 b : =
a) f: y=Va? ) 9y P
2
—4
c) h: y=(z+1)?—(x—-2)2, d) k: y:xx_2.

2. Urcete defini¢ni obory nasledujich funkci a popiste kiivky, které
tvoti jejich grafy:

a) [+ y=+/(z+2), b) g: y=3+ Va2,

2

_ -2 € (—o0,2),

) h:yz(ﬁ a:>, Q) k:y:{x pro x € (—00,2)
11—z |z — 2| proz € (2,00).
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2. Funkce

V dlohéach 3-10 sestrojte grafy danych funkci.

3. fr y=|z—2 4. f: y=lz+1]
5. f: y=|x—4|-5 6. f: y=—|z+2|-1
7. fry=13+z—=x 8. fry=lz+1—=
9. f: y=|x—4|+ |2z — 3 10. f: y=|—z — 2|+ |z|
* % ok
11. Nacrtnéte graf funkce f: y =2z —3|—|z+1|, = € (1,5).
o r—3 prox =3,
12. Nacrtnéte graf funkce f: y =
|13 — x| proz > 3.
13. Ovérte, Ze na obrazku je zakreslen graf funkce y = —|z — 3| + 5.
Ay
z
Vysledky
1. a) D(f) =R, dvé riaznobézné polopiimky se spolecnym pocateénim
bodem,
b) D(g9) = R— {—2}, pfimka bez jednoho bodu,
c) D(h) =R, pfimka,
d) D(k) = R — {2}, pfimka bez jednoho bodu.
2. a) D(f) =R, dvé riznobézné polopiimky se spoleénym pocatecnim

bodem,

b) D(g) = R, dvé rtznobézné polopfimky se spolecnym pocateénim
bodem,

c) D(h) =(0,1) U (1,00), polopfimka bez po¢ateéniho bodu a jednoho
vnitiniho bodu,

d) D(k) =R, pfimka.
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2.1. Linedrni funkce

-

/!

O

YA
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-1

-3

YA

R
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YA
ol YA
3,,
/
ol 1 3 5 T
-2+  f of 3 6 =
41
11. 12. 3

2.2. Kvadraticka funkce

Kvadratickd funkce je kazda funkce
f: y=ax®+bx+ec,

kde a,b,c € R, a#0.
Defini¢ni obor této funkce je D(f) = R.

Grafem kvadratické funkce je parabola s osou rovnobéznou s osou y
a vrcholem V[-b/(2a), ¢ — b?/(4a)].

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Sestrojme grafy funkei

fry=2% ¢ y=22% h y=—-22 k y=—iz°

Reseni. Funkce f, g, h, k jsou kvadratické funkce, jejich grafy jsou
paraboly s vrcholem v pocatku soustavy souradnic a s osou v ose y.
Grafy funkci g, h, k lze ziskat z grafu funkce f (viz Gvod kapitoly 2).
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Y

> PRIKLAD 2. Sestrojme graf funkce

fi y=a%—6x+11.

Reseni. Graf funkce f sestrojime posunutim grafu funkce g: y = 2.

Abychom uréili posunuti, musime kvadraticky trojélen z? — 6x + 11
upravit na druhou mocninu linedrniho dvoj¢lenu (tzv. doplnéni na ,apl-

ny ¢tverect):

2 —6r+1l=2"—6x+9+11-9= (v —3)*+2.

YA

Y
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Funkci f zapiSeme pomoci funkce g takto: f(z) = g(x — 3) + 2. Graf
funkce f ziskdme posunutim grafu funkce g o 3 jednotky ve sméru
kladné poloosy = a o 2 jednotky ve sméru kladné poloosy y.

> PRIKLAD 3. Sestrojme graf funkce

fry=|2* -2z 3|

Resend.

1. zptisob: Uréime nulové body vyrazu |22 — 22 — 3|. Nulové body jsou
kofeny rovnice 22 — 2z — 3 = 0, tedy 1 = 3 a x5 = —1. Defini¢ni obor
rozd€lime na intervaly:

1. z € (—o0,—1) U (3,00)

2?2 —2r—-320 = f(z)=|2*—20—-3| =2 -2z -3 =
=(r—1)* -4

Graf funkce f splyne s grafem funkce g:y = (v —1)? —4, ktery

ziskdme posunutim grafu funkce y = z2.

YA
f
4,,
3/ |
\
|
|
—1 ()11 3 T
|
g
|
_4,,
h
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2. z€(-1,3)
2?2 -2 -3<0 = f(x)=|2*-20-3|=—(2*-22-3) =
= —(r—1)7+4
Graf funkce f splyne s grafem funkce h: y = —(z — 1)2 + 4, ktery
vznikne posunutim paraboly y = —x2.

2. zpiisob: Sestrojime graf funkce g(z) = 22 — 2z — 3, ¢ast grafu funk-
ce g lezici pod osou x zobrazime v osové soumérnosti podle osy x (viz
uvod kapitoly 2).

YA

|
—
S B
—_
w
]Y

NERESENE ULOHY

1. Urcete kvadratickou funkci, jejiz graf prochazi body A, B, C.
a) A[l,4], B[2,10], C[-1, —2],
b) Al[l, 3], B[2,0], C]0, 4],
c) A[3,—1], Bl4,2], C[2, —2].

2. Urcete kvadratickou funkci f, jestlize plati:

a) f(0)=-3, f(1) =0, f(=1)=—4,
b) f(2) =5, f(=1)=—4, f(-2)=1,
c) f(1)=0, f(2)=-7, f(-1)=2.
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V dlohéach 3-12 sestrojte grafy danych funkci.

3. fry=(x—2)2+3 4. f: y=2>+22

5. f: y=—(x—1) 6. f: y=—(z+2)*+3
7. fry=|(z+1)* -2 8. fry=Iz—-2)?-1
9. fr y=|-2?+2z+3 10. f: y=—ax2+2[z|+3
11. f: y=22+3|z|+1 12. f: y=|(z+1)2+1]
Vysledky

1. a)y=2>+3z, b)y=—2>4+4, ¢)y=2a>— 4z +2

2. a) f(x) =2 +2x—3, b) f(z) =22 +2 -5, c¢) f(z) =

YA

\

3,,ii
|
|
|
|
1) ‘ T
2 4.
YA
o| 1
| T
6.

=222 —x+3
YA
f
—1 _
-2\ | /o x
T—1
YA
——13
\
\
\
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_‘2 O x
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2.8. Linedrni lomend funkce

YA
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11. 12.

2.3. Linearni lomena funkce

Linearni lomend funkce je kazda funkce

f: _a:z:—i—b
) y_c:c+d’

kde a,b,c,d € R, ¢# 0, ad — bc # 0.
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Defini¢ni obor této funkce je D(f) = R — {—d/c}.

Speciédlni linedrni lomend funkce je funkce f:y=k/x, k€ R — {0},
D(f) = R—{0}. Tuto funkci nazyvame neprimd umérnost.

Grafem linearni lomené funkce je rovnoosa hyperbola, kterda ma stred
S[—d/c, a/c] a jejiz asymptoty jsou rovnobézné s osami = a y.

RESENE ULOHY

PRIKLAD 1. Uréeme defini¢ni obory funkci
3 2
fry=—-, ¢ y=-—-
x x
a sestrojme jejich grafy.

Resend.

Funkce f a g jsou nepiimé tmeérnosti, jejich grafy jsou rovnoosé hy-
perboly s asymptotami v osdch soufadnic a D(f) = D(g) = R — {0},
H(f)=H(g) =R —{0}. Pii sestrojovani grafi téchto funkci miiZe-
me vyuzit zndmého grafu funkce h: y=1/x. Potom f(z)= 3h(x)
a g(zr) = —2h(x).

PRIKLAD 2. Uréeme defini¢ni obor funkce
f: B 3r + 5
P Y= x+1

a sestrojme jeji graf.
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Regeni. Zlomek (3z +5)/(x+1) je definovan pro x # —1, proto
D(f) =R—-{-1}.

Graf libovolné linearni lomené funkce lze ziskat posunutim grafu vhodné
neptimé umérnosti y = k/x, kde k € R—{0}. Potfebujeme tedy nejprve
upravit pfedpis funkce, pro kazdé x € D(f) je

345 3(x+1)+2 2

— — 3
f@) =17 T+ 1 t o

(stejny vysledek ziskdme vydélenim dvojélenu 3x+5 dvojélenem z+1).

Ay

8Y

Oznacime-li g: y = 2/z, pak f(x) = g(x + 1) + 3. Sestrojime-li graf ne-
primé timeérnosti g, pak graf funkce f ziskdme posunutim grafu funkce g
o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy x a o 3 jednotky ve sméru kladné

poloosy .
> PRIKLAD 3. Urceme defini¢ni obor funkce

x2 — 2x
fry=

2 —x—2

a sestrojme jeji graf.
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Regeni. Zlomek (2% — 2x)/(2? — x — 2) je definovan pro 22 —x — 2 # 0,
tj. (z —2)(z+1) #0, tedy D(f) =R—{-1, 2}.
Pro kazdé = € D(f) je

z(x —2) x

UG e e T e

Graf funkce f je tedy c¢asti grafu funkce

x r+1)—1 1
9 Y= _ ol

, D(g) =R—{-1}.

r+1  z+1 r+1
Z grafu funkce g musime vyjmout bod [2, %] (Graf funkce g ziskdme
posunutim grafu funkce h: y = —1/x.)
\Y
Lo
A 2 z
h

> PRIKLAD 4. Uréeme defini¢ni obor funkce

1

= —2
|z — 3|

fiy

a sestrojme jeji graf.

Reseni. Zlomek 1/|z — 3| je definovan, jestlize |z —3|#0, tedy
D(f) =R—{3}.
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Funkci f vyjadiime pomoci funkce

g:yzﬁ D(g) =R—1{0}, f(z)=gx—3)—2.

Graf funkce g ziskdme z grafu funkce y = 1/x. Graf funkce f ziskdme
posunutim grafu funkce g.

Ay

NERESENE ULOHY

V 1lohéach 1-10 urcete defini¢ni obory danych funkci a sestrojte jejich
grafy.

T 2 =
> f:y:25:32 * f:y:\will
5. fr y= (i;:_lf 6. f: y:xQQf;xﬁ—G
7. f: y__\x—1|-2| 8. f: y= %_34-2‘
9. f: y= |x|1—3 10. f: y:3;_—12
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20 — 2
x—2

11. Ovérte, Ze na obrazku je zakreslen graf funkce f: y

Vysledky

R—{1}

D(f)

R—{-3)

D(f)

D(f) =R—{-1}

R—{-3}

D(f)

Ay
7277i
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2.8. Linedrni lomend funkce

R—{-1,0}

D(f)

AR

D(f) =R~ {3}

8.

R—{-2}

D(f)

8/

D(f) =R{1}

10.

R—{-3,3)

D(f)
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2.4. Mocninné funkce

Mocninna funkce s prirozenym exponentem je kazda funkce
. _ n
f‘ y =T,

kde n € N.
Defini¢ni obor mocninné funkce s pfirozenym exponentem je D(f) = R.

Grafy mocninnych funkci s pfirozenym exponentem jsou na obr. 1a pro
n liché a na obr. 1b pro n sudé.

YA
I
iy =a°
'.'I
il —
Ii y=2
il
1,,i
77, 1//1 >
01 T
Il
]
II'I
I
I
|
I
Obr. 1a Obr. 1b

Mocninna funkce s celym zapornym exponentem je kazda funkce

1
fry=a" (Z—n>, n € N.
x

Defini¢ni obor mocninné funkce f s celym zapornym exponentem je
D(f) = R—{0}.

Grafy mocninnych funkci s celym zapornym exponentem jsou na obr. 2a
pro n liché a na obr. 2b pro n sudé.
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]Y

Obr. 2a Obr. 2b

Mocninné funkce (tzv. funkce n-td odmocnina)

je inverzni funkce k funkci y = 2", x € (0,00). Defini¢ni obor n-té
odmocniny je D(f) = <0, 0).

yA YA
y =z’ y =z’
s s
Sy=uw Y=z
s s
s s
e e
/. Y=z S 3
1+- 1+ y=Vz
7| . 7 .
/|0 1 T // o1 x
s y
Obr. 3a Obr. 3b

Graf funkce y = +/x (= ¥x) je na obr. 3a. Graf funkce y = /= je
na obr. 3b.
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Mocninna funkce

f: y:_’lj‘l/(_n) <: nl >7 nEN’

T

je inverzni funkce k funkci y = 27", x € (0,00). Defini¢ni obor této
funkce f je D(f) = (0, 00).
Uvedené funkce y = {/r a y=1/{/x patil mezi mocninné funkce
s racionalnim exponentem.

Mocninnd funkce s raciondalnim exponentem je kazda funkce
fioy=aP1= (\q/g)p: Vi x,
kde peN, ¢eZ—{0}. p-krat

Defini¢éni obor mocninné funkce f s raciondlnim exponentem p/q je
D(f) =<0,00) pro p/q >0, D(f)=(0,00) pro p/q <0.

Protoze pro liché prirozené ¢islo n mizeme definovat {/x i pro z < 0, napf.
/—8 = —2, miizeme také funkci y = {/z definovat pro vSechna realn4 &isla x.
Podobné funkci y = /xP pro q liché a p/q > 0 definujeme na mnoziné R a pro
q liché a p/q < 0 na mnoziné R — {0}. Ve vSech tlohach této sbirky budeme
uvazovat uvedené funkce s témito definicnimi obory.

Pripomenme si, ze pri tpravach predpisii mocninnych funkci pouzivame
nasledujici pravidla pro pocitani s mocninami. Pro >0 a r,s € Q
plati:

RESENE ULOHY

PRIKLAD 1. Sestrojme graf funkce

fry=(x—-1)7°+2.

Reseni. K sestrojeni grafu funkce f pouzijeme graf funkce ¢:y = z3,

nebot plati f(z) =g(z —1) +2. Graf funkce f ziskdme posunutim
grafu funkce g o 1 jednotku ve sméru kladné poloosy x a o 2 jednotky
ve sméru kladné poloosy y. Graf je na obr. 4.
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YA

Obr. 4

> PRIKLAD 2. Urceme defini¢ni obory funkci
fry=+v—=x, g y=v2—x—3
a sestrojme grafy téchto funkci.

Reseni. Podle definice funkce druh4 odmocnina je D(f) mnozina viech
redlnych ¢isel, pro kterd je —x =2 0, D(g) je mnozina vSech redlnych
Cisel, pro kterd 2 —x =2 0. Tedy D(f)=(—00,0), D(g) = (—o0,2).
Graf funkce f je soumérné sdruzeny ke grafu funkce h: y = /x podle
osy y, nebot pro x € D(f) je bod [z, f(z)] soumérné sdruzeny s bodem
[—z, h(—x)] = [~=z, f(z)] podle osy y.

Graf funkce g ziskdme posunutim grafu funkce f o 2 jednotky ve sméru
kladné poloosy = a o 3 jednotky ve sméru zaporné poloosy y. Graf je
na obr. 5.

YA

]Y

\
_3\ Obr. 5
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NERESENE ULOHY

V dlohach 1-8 urcete defini¢ni obory danych funkci a sestrojte jejich
grafy.
1

1. f: = ——1 2. f: =1 —4
iy TED)E fry=1+vx
3. f: y= L 2 4. f: y= L
) 'y_\/—:c—l ) .y_\/xQ—Z:U—i—l
1
5. f: = ——+1 6. f: = 1)"2+3
x+3 v/ 12 ’
7. : — 8, . = B —
iy \/x2+5x+6 oy <aj\/5\6/§>
Kk %

9. Napiste nazev rovinné krivky, ktera je grafem funkce

b oym (ﬁx) |

3
xr3

10. Napiste nazev rovinné ktivky, ktera je grafem funkce

11. Urcete defini¢ni obor funkce

Jaka kiivka tvori graf funkce?

12. Urcete defini¢ni obor funkce f: y =
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13. Nacrtnéte graf funkce
froy=+/2z— |2z —4|.
Napiste nazvy krivek, z jejichz casti se sklada.
Vysledky
1. D(f) =R—{-2} . D(f) = (4,00)
| Ay yA
fl 7
|
1 e
\ | -
: 0 i ;
\lo =
.

‘ Ay

U
}f
|
- R
o| 11 T
D(f) =R —{-1}
‘ Ay
s
|
| _
P S
|
|
-1 o T
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. YA po upravé je f:y= —
‘f X
| YA
AS /
| ——
2/ O] 1 T
1,,
o 1 z
9. poloprimka bez pocatecniho bodu
10. jedna vétev rovnoosé hyperboly
11. D(f) = (0,00), ¢ast paraboly
12. D(f) =(1,2) 13.  ya
24 ﬁ
o 2 1 =«
parabola, primka
2.5. Goniometrické funkce
Zakladni goniometrické funkce:
y=sinz, D = (—00,00), H={(-1,1),
y=-cosz, D = (—00,00), H={(-1,1),
y=tgx, D= U(—%Ti‘—l—kﬂ', im+kn), H=(—o0,),
keZ
y=cotgx, D= U (km, (k+ 1)m), H = (—00,00).

kez
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Funkce y =sinz a y = cosz jsou periodické s periodou 27, funkce
y=tgxr a y = cotgx jsou periodické s periodou 7. Césti graft téchto
funkci jsou na obr. 1a, b, c, d.

Nékteré vztahy mezi goniometrickymi funkcemi:

2 2

sin“x +cos“x=1, x€R

sin(—z) = —sinz,
cos(—x) = cosz,

sinz = cos(37 — ), z€R

sin(m — x) = sin z, cos(m —x) = —cos,

sin(m 4+ x) = —sinx, cos(m + x) = — cos z, vEeR

sin(x +y) =sinx - cosy £ cosx - sin y,

sin2x = 2sinx - cosx,

. r €R
cos 2z = cos? x — sin? T,

keZ
COS &
cotgx = ng € R— kLGJZ{]mr}

tgx-cotgr =1, x€R-— U{%lmr}
kez

tg(m — x) = —tgux,

—_ 1
ta(r + o) = te r€R U{27T—|—k7r}

keZ

cotg(m — x) = — cotg x, B
cotg(m + x) = cotg x, veR k:Ler{lm}
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yd

Yy =sinx

PN

Obr. 1b

Obr. 1d




2.5. Goniometrické funkce ol

Hodnoty goniometrickych funkei vybranych thli « € (0, %71'>2

1 1 1 1

o 0 5T ill 3T 5T
sin « 0 % %\/ﬁ %\/5 1
COS & 1 %\/g %\/5 % 0

1 neni

tg o 0 V3 1 V3 det

neni 1

cotg o def. \/5 1 3\/§ 0

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Uréeme sin2a, jestlize cosa = —%, a € (0,m).

Resend. Jestlize cosa = —1, a € (0,7), pak a = %7‘(‘. Odtud 2« = %7‘(‘.

Pak

m) = —sin(zm) = —3V3.

Wi

sin 2« = sin(37) = sin(m +

> PRIKLAD 2. Uvedme podminky, za nichZ mé vjraz
log(1 + tg? z) + 2log |cos x|
smysl, a zjednodusme ho.

Resent. Prvni s¢itanec log(1+tg?x) je definovan pro véechna z € R—

— U {in+kn}, protoze 14tg?x > 0. Druhy s¢itanec 2log |cosz|
kez
je definovan, pokud cosxz # 0, tj. pro stejnd x jako prvni scitanec.

Dany vyraz mé tedy smysl pro x € R— | {%7‘(’ + km}.
kez

Protoze 2log |cosz| = log(|cos z|)? = log(cos?

z), je

log(1 + tg? x) + 2log | cos x| = log(1 + tg? x) + log(cos® x) =

.2
= log[(1 + tg?z) - (cos® )] = log [(1 + = x) . cos? x] =

cos? x

= log(cos® x 4 sin® z) = log 1 = 0.
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> PRIKLAD 3. Uréeme tg?x + cotg?x, jestlize tgax + cotgz = 2.

~

Resend. Pro kazdé z € R— |J {5kn} plati
kez

(tgx + cotgx)? =tg?x + 2 - tgx - cotgxw + cotg® x =
= tg?z + 2 + cotg? z.
V nasem piipadé 4 =tg?x + 2+ cotg?x, tj. tg?x + cotg?x = 2.

> PRIKLAD 4. Naértnéme grafy funkci
f: y=2cosz, x € {(—2m2n),
g: y=sinz+ [sinz|, x¢€ (=27, 2m).

Reseni. H(f) = (-2,2). Graf funkce f dostaneme z grafu funkce
y = cosx ,oddalenim“ bodi tohoto grafu na dvojnasobnou vzdalenost
od osy x; osu x oba tyto grafy protinaji ve stejnych bodech.

Graf funkce f je na obr. 2a.

Ay

\7

I
/)
_271- \\ 7T//

—27 Obr. 2a
Pro x € (2w, —m)yU{0,7) je sinx =0, |sinz| = sinx, a tedy
g(z) =sinz + [sinz| = sinz + sinx = 2sin x.
Pro z € (—7,0) U (7, 27) je sinx <0, [sinx|= —sinz, a proto
g(r) =sinz + |sinz| = sinx — sinx = 0.

Graf funkce g je na obr. 2b.

Ay
21 y = sinx + |sin x|
-~ 1+/ —— =sinx
// \\ // \\ /// y
¢ —>>
—27 —TTN 710 T\ 2 x
\__/_177 N —
Obr. 2b
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NERESENE ULOHY

1. Urcete tga, jestlize cosoz:—%, a € (m,2m).

N[

Uréete cos2a a sin®2q, jestlize sina = —
Urcete sin2a a cos2a, jestlize tga = 1.
Urcéete tga, jestlize cosa = %\/g, a € (m,2m).
Urcete cotga, jestlize cos2a = —1.
Urcete tgo, jestlize sin(a+ 37) = 1.

1

Urcete tga, jestlize cosa = —5v2, a € (0,m).

© N e oA @ oN

Uvedte podminky, za nichz maji nasledujici vyrazy smysl, a vyrazy
zjednoduste:
2

cos“ x sin sin
a) ———, b) :
1+ sinx 14cosxz 1—cosx
sin 1 —sin’z
c) cotgr + ———, d) tgr —5—.
1+ cosx cos“x — 1
9. UrcCete sinz-cosz, jestlize sinx + cosx = %

10. Nacrtnéte grafy funkci

f: y=3cosz, x € {(—2m, 27),
g: y=2cos2x, x € {(—2m,2m).

V dlohach 11-17 urcete defini¢ni obory danych funkci.

11. f:y=/tgx 12. f:y = logy(sinx)
1

13. f:y=— 14. f:y = log(cos? x)
sin x

15. f:y = log, |sinx| 16. f:y=tgx + cotgx

V2 + sin’

1+ cosx

17. f: y=
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Vysledky
1. tga=+/3 2. cos2a:%, sin22a:%
3. sin2a =1, cos2a =0 4. tga=—-1V3
5. cotga =0 6. tga=0
7. tga=—1
S
8. a) zeR—  {3m+2kr}; 1—sinz
ke”Z
S
b) x€ R— ~ {krm}; .2
keZ Sin x
S
c) re R—  {kn}; .1
keZ Sin x
d) zeR— = {3k7m}; —cotgx
keZ
Q.an-amx::—g
10. YA
3
f
| | | | ai
o —m O T o
=3
YA
WA WA
RAVAAVERVARVA
s ) s
11. D(f)= = (km, 37+ kn) 12. D(f) = (2km, (2k+ 1)m)
keZ keZ
s s
13. D(f)=R-— {kn} 14. D(f) =R — {57+ kr}

keZ keZ
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15. D(f) =R— ° {kr} 16. D(f) =R— ° {Lkn}
keZ keZ

17. D(f) =R— ° {(2k + 1)7}
keZ

2.6. Exponencialni funkce

Exponencialni funkce o zakladu a je funkce
fry=a",
kde a € (0,1) U (1,00).
Plati D(f) =R, H(f) = (0,00). Funkce y =a” jepro 0 <a <1

klesajici a pro a > 1 rostouci. Grafy funkci y=a* a y=(1/a)”
jsou soumérné sdruzené podle osy ¥, protinaji se v bodé [0, 1].

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Urceme defini¢ni obory a obory hodnot funkci
fry=3 a ¢ y=(3)
a sestrojme jejich grafy.

Reseni. D(f)=D(g) =R, H(f)=H(g)=(0,00). Grafy jsou na
obr. la, b.

YA Ay
f g
3 +3
\ \
\ \
1 \ \ 1
! A
o 1 = 1o T

Obr. 1a Obr. 1b



56 2. Funkce
> PRIKLAD 2. Uréeme definiéni obory a obory hodnot funkci
h: y=3R a pr y=3"
a sestrojme jejich grafy.

Reseni. D(h) = D(r) = R. Grafy funkci h a r sestrojime uZitim grafti
funkci f a g z tlohy 1. ProtoZe pro funkci h plati h(z) = 31l = f(|z]),
je pro x = 0 graf funkce h shodny s grafem funkce f, pro x <0 jej
doplnime soumérné podle osy y. Pfitom je H(h) = (1,00). Obdobné,
protoze pro funkci r plati r(z) = 371*l = (})l*l = g(|z[), je pro
x 2 0 graf funkce r shodny s grafem funkce g, pro x < 0 jej doplnime
soumérné podle osy y. Je ziejmé, ze H(r) = (0,1).

Grafy jsou na obr. 2a, b.

Ay
h

13 Yy

| | 1

| |

Y1 r
1lo1 10 1 =
Obr. 2a Obr. 2b

> PRIKLAD 3. Urceme vsechny hodnoty parametru p € R, pro néz je

funkce -
p+2
o2
-p
klesajici.
5 s . 1o : p+2 T
Reseni. Zaklad dané exponencialni funkce je a = 12 Exponencialni

funkce je klesajici pro a € (0,1), zjistujeme tedy, pro jaka p je

—— €(0,1),
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2 .
tj. Tesime soustavu nerovnic 0 < Z;L < 1. ReSenimi nerovnice
-Pp
2 2
ii >0 jsou p € (—2,1). Nerovnici 219+ < 1 postupné upravime
—Pp —p
2p+1

+ 2 = f e :
na tvar ]1)— —1<0, atedy < 0. ResSenimi této nerovnice

—p 1—p

2

jsou p € (—oo,—1) U (1,00). Podminka 0 < ];L <1 je tedy splné-
-D

na, pravé kdyz p € (-2, —%) Pro tato ¢isla p je dand exponencialni

funkce klesajici.

PRIKLAD 4. Uréeme defini¢ni obory funkci

f: yziiﬁﬂfﬂr8 a g: y= 4—()96.

Reseni. Funkce f je definovand pro vSechna realna cisla x, pro kterd ma
x

2 — 6x + 8’
z? — 6z + 8 # 0. Kvadraticky trojélen x2 — 6z + 8 je nenulovy, pokud
x #2 azaroven x #4. Tedy D(f)=R—{2,4}.

Funkce ¢ je definovana, jestlize 4 — (%)z 2> 0. Tuto nerovnici postup-

, -2 R ;
né upravime na tvar (%)w <22 (%)x < (%) . Resenimi posledni
nerovnice jsou vSechna redln ¢isla x, pro kterd plati = =2 —2 (funkce

y = (%)aj je klesajici). Tedy D(g) = (-2, 00).

smysl zlomek tj. pro vSechna realna cisla x, pro ktera

NERESENE ULOHY

1. Urcete hodnoty parametri a € R, b € R tak, aby graf funkce
f: y=(a+2)3% +b prochazel body [0, —5] a [1, 1].

2. Nakreslete grafy funkci f: y =2 -4 a ¢g: y=1[2% —4|.

3. Urcete vSechny hodnoty parametru p € R, pro néz je funkce

1-p2\" ,
: = rostouci.
Iy (2+p>
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4. Urcete vSechny hodnoty parametru p € R, pro néz je funkce

2p% \”
Doy = klesajici.
fru <p2 n 1) esajici

V tlohach 5-10 urcete defini¢ni obory danych funkeci.
1

5. f: y:ﬁ 6. f: Yy = (%)Jl_g
1 1
7. fr y= 8. f: y=
F = P y=
1 21/3}
9. f: y:5x2_—1_1 10. f: y:3x_27

Vysledky

1. a=1ANb=-8
2. (o

L O
\\m
KY

A A
S

/N /N
=
N—"
I
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2.7. Logaritmicka funkce

Logaritmicka funkce

fry=log,z,
kde a € (0,1) U (1,00), je inverzni k exponencidlni funkci g¢: y = a”.
Grafy téchto funkci jsou soumeérné sdruzené podle primky y = .
Plati D(f) = (0,00), H(f) =R. Funkce y =log,x jepro 0 <a <1
klesajici, pro a > 1 rostouci. Grafy funkci y =log,z a y = logy ) @
jsou soumérné sdruzené podle osy z, protinaji se v bodé [1, 0].

Specialnim pripadem logaritmické funkce je logaritmické funkce se za-
kladem 10 a logaritmicka funkce se zakladem e = 2,718 (tzv. Eulerovo
¢islo); oznaceni: log,,x = logz, log,z = Inz.

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Do jednoho obrazku sestrojme grafy funkci

fr y=log,xz a r: yzlog%x.

Reseni. Grafy jsou na obr. 1.

YA

Obr. 1

> PRIKLAD 2. Uréeme defini¢ni obory a sestrojme grafy funkci

g: y=logy|z| a h: y=|logy|zl|.
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Reseni. Funkce h i g jsou definované pro |z| > 0, proto
D(g) = D(h) = R — {0},

Pritom je g(x)= f(|z|), kde f je funkce z tlohy 1. Pro = >0 je
tedy graf funkce g shodny s grafem funkce f, pro x < 0 jej doplnime
soumérné podle osy y. Graf je na obr. 2a.

Dale je h(z) = |g(z)|, tedy pro g(z) =2 0 je h(z) = g(z), pro g(z) <0
je h(x) = —g(x) (pro g(x) <0 vznikne graf funkce h ,preklopenim*
grafu funkce g podle osy z). Graf je na obr. 2b.

YA

|

[
/
\H

rO

sY

\

>
8Y

-10| 1 2

Obr. 2a Obr. 2b

> PRIKLAD 3. Urceme defini¢ni obory funkci

1
fry=v2-loglz| a g y=

C1—In?z

Reseni. Funkce f je definovand pro vsechna realnd ¢isla x, pro kterd
plati |z| > 0, tj.  # 0, a zaroven 2 —log|z| =0, tj. log|z| < 2, ¢ili
|z| £ 100. Tedy D(f)= (—100,0) U (0,100).

Funkce ¢ je definovanad pro vsechna realna cisla z, pro ktera plati
x> 0azarovenn 1 —In®z #0, tj. Inz # +1, &li = ¢ {e, 1/e}. Tedy
D(g) =(0,1/e)U (1/e, e) U (e, 00).

NERESENE ULOHY

1. Urcete hodnoty parametri a € R, b € R tak, aby graf funkce
y =b+logi(z +a) prochazel body (2, 1] a (3, 0].
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. Urcete defini¢ni obory a sestrojte grafy funkci

fry=In(x—3), ¢gy=Ilnjz—3|, hy=|n(z-—3).

. Urcete defini¢ni obor funkce

z+3
4 —x

fry=In
a vypoctéte souradnice prisecikii jejiho grafu s osami soufadnic.
. Urcete defini¢ni obory funkci
fry=logg(a® +z+1) a g y=logs(4—x)

a vypoctéte souradnice priiseciki jejich grafti.

. Urcete defini¢ni obor funkce

f:y =logs(2* +5)

a urcete pruseciky jejiho grafu s primkou o rovnici y = 2.

. Urcete defini¢ni obor funkce

f:y=In(sinz)
a vypoctéte souradnice prisecikt jejiho grafu s osou z.
. Urcete defini¢ni obory funkci

fry =logy(z +1) +logy(z — 1), g:y=log(a® — 1),

. Urcete defini¢ni obory funkci

2

fry=log tz, g¢gry=log 'z h:y=log ']

. Urcete defini¢ni obory funkci

fry=+logz, g:y=/|logl|z|l.
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10. Urcete defini¢ni obor funkce

a ukazte, ze jeji graf prochazi pocatkem soustavy souradnic.

11. Urcete definiéni obor funkce

r+1

B toga v 5)

a vypoctéte souradnice priisecikii jejiho grafu s osami soufadnic.

V dlohéach 12-21 urcete defini¢ni obory danych funkci.

1
12. f1y= —— 13. f:y = +/log,(22) -1
14. f:y=log(6x — z? —9) 15. f:y= \/10g3:1:—10g32
16. f:y = +/log(2z — x2) 17. f:y = In(cos® )
1
18. f:y = 19. f:y=In(l
oy ln(sin2 x+1) fiy=In(lnz)
1 2
20. f:y= ng(:i:x) 21. f:y=+/In(x?)
Vysledky

1. a=1ANb=2
2. D(f) = (3,0), D(g) =R—{3}, D(h) = (3,0)
YA YA

1,,

\ \
\ \
| _ |
o) 3 /4 x Ol 2\ | /4 x
| |
\ \
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YA |
}
1+ | h
19) 3 4 T
D(f) - (_374)7 [%70]7 [O7ln %]
D(f) = Ra D(g) = (_0074)a [17 1]v [_3a10g3 7]
D(f) - Ra [27 2]) [_2’ 2]
D(f) = ° (2km, (2k+ L)1), [Lm + 2k, O]
kel
D(f) = (1700)’ D(g) = (_OO’ _1) U (1a OO)
(f)=(0,1)u(1,00), D(9)=R—-{-1,0,1}, D(h)=R—-{-1,0,1}
(f) =(1,00), D(g) =R—{0}
D(f) = (=00, =2) U (-2,2)
D(f) = (=5, -4) U (—4,00), [~1,0], 0 10;5
D(f) = (5,) 13. D(f) = (o0, —2) U(2,00)
) 15. D(f) = (2,0)
D(f) = {1 17. D(f) =R~ ° {3+ k)
D(f)=R-— fz{kw} 19. D(f) = (1,0)



Kapitola 3.
ROVNICE

3.1. Linearni rovnice

Rovnice ax +b = 0, kde a,b € R, a # 0, se nazyva linedrni rovnice.
Tato rovnice ma pravé jedno feseni x = —b/a.

V nasledujicich ulohach budeme fesit rovnice obsahujici absolutni hod-
noty linearnich dvojclenti. Ve vhodnych intervalech, v nichz bude moz-
né absolutni hodnoty odstranit, budeme resit linearni rovnice.

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Re$me rovnici |22+ 3| — |z — 1| = —1.
Reseni. Nejprve uréime nulové body vyrazt v absolutni hodnoté:

_ __3
20 +3=0 pro x=—3,

r—1=0 pro x=1.

Nulovymi body —%, 1 rozdélime mnozinu R na tfi intervaly, v kazdém
z nich ,odstranénim® absolutnich hodnot prevedeme danou rovnici na
rovnici linearni.

(00, —3) | (=3, | (1,00

122 + 3| —2z — 3 2x + 3 22+ 3

|z — 1| —x+1 —x+1 x—1

|2z + 3| — |x — 1| —x —4 3x + 2 x+4
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1. Pro z € (—oo, —3) m4 rovnice tvar
—r—4=-1,
T = —3.
Protoze —3 € (—o0, —%), je ¢islo x = —3 TeSeni dané rovnice.
2. Pro z € (—2,1) m4 rovnice tvar
3r+2=-1,
r=—1
Protoze —1 € <—%, 1), je ¢islo x = —1 FeSeni dané rovnice.
3. Pro x € (1,4+00) ma rovnice tvar
r+4=-1,
T = —9d.
Protoze —5 ¢ (1,400), v uvazovaném intervalu nema dand rovnice
feSeni.
Zaveér: Dand rovnice ma dvé fesenl x1 = —3 a o = —1.

NERESENE ULOHY

1. Reste rovnici |2z — 5| — |42 + 7| = 0.

2. Reste rovnici |z — 4| + |2z — 3] = 10,

3. Kolik feseni méa rovnice |z + 2|+ |z — 3| =7 v intervalu (—4,4)7

4. Reste rovnici |z + 5| — |z — 1] = 0.

5. Urcete vSechna feSeni rovnice |x+ 1| —|3x+ 1| =0 v intervalu
(—1,0).

Vysledky

1.1’1:—%, LEQI—G 2.$1:%, ZCQZ—].

3. dvé reseni 4. v = -2

5. r = —=

1
2
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3.2. Kvadraticka rovnice

Rovnice ax? + br +c =0, kde a,b,c € R, a # 0, se nazyvé kvadratickd
rovnice.

Délime-li rovnici ax? +bxr +c=0 nenulovym &slem a, dostaneme
kvadratickou rovnici v normovaném tvaru z?+px +q=0, p=b/a,
q=c/a.

O fesitelnosti kvadratické rovnice rozhoduje ¢&islo D = b? — 4ac, tzv.

diskriminant.

1. Je-li D > 0, m& kvadraticka rovnice pravé dva rtizné realné koreny

 b+\D - D

2a 2= 2a

Z1
3. Je-li D = 0, mé kvadraticka rovnice jeden (tzv. dvojnasobny) realny
kofen

b

3. Je-li D < 0, nemé kvadratickd rovnice v oboru realnych ¢isel feseni.

Jsou-li redlné ¢isla x1, z9 kofeny kvadratické rovnice az? + bz + ¢ = 0,
1ze rovnici psat ve tvaru a(x — x1)(x — x2) = 0. (Levou stranu rovnice
jsme rozlozili na soucin korenovych ¢initela.)

Jsou-li realna &isla z;, x5 kofeny kvadratické rovnice 22 4 pz +q = 0,
pak plati x1 + x5 = —p, T129 =4q.

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 2. Pro které hodnoty parametru p ma rovnice
2522 — 6pxr + p? —64 =0

(s nezndmou z) dvojnasobny kofen?
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Reseni. Kvadraticka rovnice méa dvojnasobny koten pravé tehdy, kdyz
jejl diskriminant je roven nule. V nasem pripadé

D = (—6p)* —4-25- (p? — 64) = 36p> — 100p? + 6400 = 6400 — 64p>,
D=0 < 6400 —64p°> =0 < (p=10 V p = —10).

Danéa rovnice mé dvojnasobny koren pravé tehdy, kdyz p = 10 nebo
p = —10.

> PRIKLAD 3. Pro které hodnoty parametru p mé rovnice
822 —dx+1—p=0
(s nezndmou x) dva ruzné redlné koreny mensi nez 17

Reseni. Kvadraticks rovnice mé dva rtzné redlné koreny pravé tehdy,
kdyz jeji diskriminant je kladny. V nasem pripadé

D =16 —32(1 —p) = 16(2p — 1),
D >0 < p€(3,40).

Kofeny dané rovnice pak jsou

4—vVD 1—y2p—1 44D 14+2p—1
_= _= X x2 —_= —_= .
16 4 16 1

1

Tyto koreny jsou mensi nez 1, jestlize

1—2p—1
4

<1 a zaroven

14++2p—1 <1
1 :

Po upraveé

—V2p—1<3 azaroven +/2p—1<3.

Prvni z téchto nerovnosti je splnéna pro kazdé p € (%, 00). Druhd ne-
rovnice je pro p € (15, o0) nerovnosti mezi kladnymi ¢isly, proto

V2p—1<3 <<= 2p—1<9 <= p <.

Danéa kvadraticka rovnice ma dva rizné realné koreny mensi nez 1 pro
1
p € (57 5)
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NERESENE ULOHY

1. Pro které hodnoty parametru m maéa rovnice
> +22+2-m=0

(s nezndmou z) dva rizné realné kotfeny, které jsou mensi nez 37

2. Pro které hodnoty parametru a ma rovnice
??+(1-a)r+4—a=0
(s neznamou x) dva rizné realné nenulové kofeny?
3. Pro které hodnoty parametru m ma rovnice
2 +2mz +m? —1=0

(s neznamou x) dva ruzné zaporné koreny?
4. Jeden kofen rovnice

2 —mlPr—m+1=0

(s neznamou x) je ¢islo 1 = 1. Urcete jeji druhy kotfen xs.

5. Pro které hodnoty parametru m ma rovnice
?+C2m+4)r+m—1=0

(s nezndmou x) dva ruzné realné koteny?

6. Pro které hodnoty parametru a ma rovnice
(a—Dz*+(a—1Dz+2=0

(s neznamou x) dva ruzné redlné koteny?

7. Pro které hodnoty parametru a ma rovnice
2> —2ax +a*—3=0

(s nezndmou z) dva rtzné kladné kofeny?



10.

11.

12.

13.

14.

15.
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. Pro které hodnoty parametru a ma rovnice

>+ (a+3)z+2a+1=0

(s nezndmou x) dva ruzné redlné koteny?

. Pro které hodnoty parametru a méa rovnice

x? +2ar +a> —8=0
(s nezndmou z) dva riazné zaporné koreny?

Pro které hodnoty parametru p nemé rovnice
2?4+ (p—1Dx+4—p=0
(s neznamou x) zadny realny kotren?
Pro které hodnoty parametru a nema rovnice
> +(a+3)r+1=0
(s nezndmou x) zadny realny kofen?
Pro které hodnoty parametru a ma rovnice
??+zx+a=0
(s nezndmou z) dva rtzné zaporné kotreny?
Pro které hodnoty parametru a nema rovnice
??+ar+a+1=0
(s nezndmou x) zadny realny kofen?
Pro které hodnoty parametru m ma rovnice
*+r+m*+4m—-5=0
(s nezndmou x) nulovy kofen?
Pro které hodnoty parametru a nema rovnice
227 +ax +a® =0

(s nezndmou x) zadny realny kofen?
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

3. Rowvnice

Pro které hodnoty parametru m ma rovnice

472 — 122 +9m? —12m+4 =0

(s neznamou x) nulovy kofen?

Pro které hodnoty parametru m ma rovnice
322 —z4+3m* —m—4=0
(s nezndmou x) nulovy kofen?
Pro které hodnoty parametru a nema rovnice
3224+ a’4+a+1=0

(s neznamou x) zadny realny kofen?

Pro které hodnoty parametru a ma rovnice
ar®+ (2a+ 1)z +1=0

(s neznamou x) dva ruzné redlné koteny?

Pro které hodnoty parametru a nema rovnice
(a+ 1)z +ax+1=0

(s neznamou x) zadny realny kofen?

Pro které hodnoty parametru ¢ nema rovnice
ct? 4+ (2c—Dx+c+1=0

(s neznamou x) zadny realny kofen?

Pro které hodnoty parametru a méa rovnice

ar® +ar+5=0

(s neznamou x) dva ruzné realné kotreny?

Pro které hodnoty parametru a ma rovnice
ar® — 2z —2=0

(s nezndmou x) dva ruzné redlné koteny?



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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Pro které hodnoty parametru m ma rovnice
> 4+2c+1—-—m=0

(s neznamou x) dva ruzné redlné koreny, které jsou oba mensi
nez 27

Pro které hodnoty parametru a ma rovnice
202 +x+1—a=0
(s neznamou z) dva ruzné zaporné koreny?
Jeden koren rovnice
2?4+ 5mr+m+3=0
(s nezndmou ) je ¢islo 1 = 1. Urcete jeji druhy kofen z5.
Pro které hodnoty parametru a ma rovnice
(a—8)x*+a+3=0
(s nezndmou x) dva ruzné redlné koteny?

Pro které hodnoty parametru a méa rovnice
2 +(a+1zr+a=0

(s neznamou x) alespon jeden realny kofen?

Pro které hodnoty parametru a nema rovnice
(5—a)z* —4x+a=0

(s nezndmou x) zadny realny kofen?

Pro které hodnoty parametru p méa rovnice

2522 + 8pxr +p> — 225 =0
(s neznamou ) dvojnasobny kofen?
Pro které hodnoty parametru p ma rovnice
1022 4 (6p — 20)z + p® —8p+ 10 =0

(s nezndmou x) dva ruzné realné koreny?
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32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.
39.

40.

3. Rowvnice

Pro které hodnoty parametru p ma rovnice
2522 4 32pz + 16p? — 144 = 0

(s neznamou x) dva razné redlné koteny?

Pro které hodnoty parametru p ma rovnice
52 +2(4p —10) +p> —p+15=0

(s neznamou x) dvojnasobny koten?

Urcete parametr p tak, aby rovnice
T2 + pr—6=20

(s nezndmou ) méla jeden kofen o 5 vétsi nez druhy.

Pro které hodnoty parametru a ma rovnice
202> —T(a+ 1z +a—-1=0

(s nezndmou z) nulovy koren? Urcete druhy kofen.

Pro které hodnoty parametru a méa rovnice
42% — 8ax —6a+9 =0

(s neznamou x) jeden koren tiikrat vétsi nez druhy?
Reste rovnici x* — 522 +4 = 0.

Reste rovnici 2% — 8|z — 1| +7 = 0.

Pro které hodnoty parametru a méa rovnice

2 —3r+a>—a—6=0

(s neznamou x) koren x = 37

Pro které hodnoty parametru a méa rovnice
(a—1)a?+2a+1zx+a—-2=0

(s nezndmou x) jediny kofen?
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41. Pro které hodnoty parametru p nema rovnice

1222 + (8p+8)z +p* —1=0

(s neznamou x) zadny realny kotren?

42. Urcete parametr a tak, aby rovnice

922 — 6ax + 9a = 0

(s neznamou x) méla dva rtzné kladné koteny.

73

Vysledky

1. me (1,17) 2. a € (—oo0,—5)U(3,4) U (4,+00)
3. m>1 4. 29 =0V 22 =3

5. meR 6. a € (—o0,1)U(9,400)
7. a >3 8. aeR

9. a>2V2 10. p € (—5,3)

11. a € (—5,—1) 12. a € (0, 1)

13. a € (2 —2v2,2+2V?2) 14. m=1V m=-5

15. a € (—00,0) U (0, +0c0) 16. m =2
17.m——1\/m:§ 18. a €R

19. a #0 20. a € (2—2v2,2+2V2)
21. ¢> 3 22. a € (—o0,0) U (20, +00)
23. a € (—3,0) U (0,+00) 24. m € (0,9)

25. a € (%,1) 26. x5 = L

27. a € (-3,8) 28. a €R

29. a € (1,4) 30. p=25V p=-25

31. p e (0,20) 32. pe (-5,5)

33. p=-5Vp=-10 34. p=—-1Vvp=1
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35. a=1, x2 =7 36. a=-3Va=1
37. 1 = 1, T2 = —1, I3 :2, Ty = —2
38. r1 =3, x2 =5, x3=—-4—V17, x4 = -4+ V17

39. a=3Va=-2 40. a ==V a=1

1
5

41. pe (—-7,-1) 42. a € (9,00)

3.3. Goniometrické rovnice

Goniometrické rovnice jsou rovnice, v nichz je neznama obsazena v ar-
gumentu jedné nebo vice goniometrickych funkci sinus, kosinus, tan-
gens, kotangens.

Vsechny goniometrické rovnice v tomto odstavci jsou zadany tak, aby
je bylo mozno Tesit bez pouziti kalkulacek, pouze na zakladé znalosti
vztahli mezi goniometrickymi funkcemi a znalosti hodnot goniometric-
kych funkci vybranych ahlu (viz 2.5).

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Urdeme mnozinu vSech feSeni rovnice

a) sin2z = 1, b) tg3x = —1.
Reseni. a) Pi feseni rovnice sin2x = % polozime 2z = u. Tim dosta-
neme rovnici sinu = % Realné cislo u je jejim resenim prave tehdy,
kdyz u = %7‘(’ + 2km nebo u = %w + 2km, kde k € Z. Protoze = = %u,
je ¢islo x fesenim rovnice sin2z = % pravé tehdy, kdyz x = %71’ + km
nebo x = %W—i— kw, kde k€ Z.

Mnozina vSech feSeni je tedy

U {Em+km, S7+ kn}.
kez
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b) Rovnici tg3x = —1 fesime analogicky. Polozime-li 3x = u, dosta-
neme rovnici tgu = —1 s neznamou wu. VSechna jeji feSeni miizeme
zapsat ve tvaru wu = %7‘(‘ +km, kde ke Z. Odtud z= iﬂ' + %lm,
kde k € Z.

Mnozina vSech feseni je

U {%7‘(’ + %k?‘(}

keZ

> PRIKLAD 2. Urcéeme mnozinu vSech feSeni rovnice

cos’z + 3sinz +3=0.

2 2

Resend. Dosadime-li ze vztahu sin®z +cos?z =1 za cos?z do dané
rovnice, dostaneme ,kvadratickou rovnici s neznamou sin x“:

1 —sin?z +3sinz+3=0, poupravé sin’z —3sinz—4=0.

Polozime-li sinx = u, ziskdme kvadratickou rovnici u? — 3u —4 = 0.
Realné cislo u je jejim feSenim praveé tehdy, kdyz v =4 nebo u = —1.
Dosazenim za u do vztahu wu = sinx dostaneme dvé goniometrické
rovnice: sinx =4 a sinx = —1. Rovnice sinx =4 nema feSeni.
Resenimi rovnice sinz = —1 (a tedy i dané rovnice) jsou vSechna ¢isla
r=—in+2kr kde k€ Z.

Mnozina vsech feseni rovnice cos?z + 3sinz +3 =0 je tedy

U {—1m+ 2km}.

keZ

> PRIKLAD 3. Urceme pocet FeSeni rovnice

2

sin“x —sinz =0

v intervalu {0, 27).
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Resent. Danou rovnici upravime na tvar sinz(sinz —1) = 0. Soucin
na levé strané rovnice je roven nule, jestlize je bud sinxz = 0, nebo
sinz —1=0. Resenimi rovnice sinx =0 jsou pravé vSechna Ccisla
x = km, kde k € Z. V intervalu (0, 27) lezi dvé z nich: x =0 a =z = 7.
Upravou rovnice sinx — 1 =0 dostaneme rovnici sinz = 1. ReSenimi
jsou pravé vSechna ¢isla x = %W + 2km, kde k € Z. V intervalu (0, 27)
lezi jedno z nich, x= = %7‘(’.

Rovnice sin®z —sinz =0 ma tedy v intervalu {0, 27) t¥i feseni.
> PRIKLAD 4. Urceme mnozinu vsech feSeni rovnice

cotg3 T = cotg x.

Reseni. Danou rovnici upravime na tvar cotgz(cotg?xz — 1) = 0. Sou-
¢in na levé strané rovnice je roven nule, jestlize je bud cotg z = 0, nebo
cotg?x — 1 = 0. ReSenimi rovnice cotgx = 0 jsou pravé viechna ¢isla
x = %77 + km, kde k € Z. Rovnice cotg?z = 1 je ekvivalentni s rovnici
|cotg x| = 1. Jejimi FeSenimi jsou pravé vSechna Cisla x = iw + %lm,
kde k € Z.

Mnozina v$ech feSeni rovnice cotg®z = cotgz je tedy

U {37+ km, 37+ Sk}
kez

NERESENE ULOHY

V tlohach 1-24 urcete mnoziny vSech feseni danych rovnic.

2. cos(2z + 3m) = 3
V3

2 3
2

3
5. cos2x +sinx =1 6. 2cos’z +sin“z =
7

N

1. sin2x = —

. tglz+3m) =0 4. cotg(z — 1)

. cos?2x—cosx—2=0 8. sin?2z —sin2x = 0



11.
13.
15.
17.
19.

21.

23.

sin

COS

2

T

3.83. Gonitometricke rovnice

. 2sin®z 4+ sinz —3=0
2x —5sinz —7=0
cos?xz +2cosx+1=0
2¢cos2x —+/3sinz —2=0
sin2x — 2sinx =0

V3tgr = 2sinz

+cotgx —1=0

tgx + cotger = —1

*

10.
12.
14.
16.
18.
20.

22.

24.

X 3k

cos2x —cosx =0

sin?

xr—4cosx—4=0

sin 2z — v/2sinxz = 0

cos? 2z —sin? 2z =1

tg?r+tgx =0

V3tgZr +2tgr —v/3=0

sin 2x = cotgx

tgx + cotgar = —

4

V3

77

V tulohach 25-35 urcete pocty vsech reSeni danych rovnic v danych
intervalech.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.
34.
35.

36
37

. Urdete nejvétsi zdporny kofen rovnice sin®zx + cosaz — 1 = 0.

sin
cos? 2z — cos 2z = 0, (0,27)

sin?x 4+ 3cosz +3=0, (0,27

sin? x —

2

3
2

sin 2z — cosz =0, (0,27)

cos?2x —4cos2x =0, (—

1
2

*

sinz + 2 =0, (0,2n)
cos?x —sinxz +1=0, (0,27)

x —sinxzcosz =0, (0,2m)

)
=, %77)
sin’ z + %cosx — % =0, <0,2m)

sin®x —cosz —1 =0, (—2m,27)

cos?x + cos2x +1 =0, (0,2m)

Xk

2cos? 2z +sin®2x —2 =0, (—m,7)

. Urcete nejvétsi zaporny kofen a nejmensi kladny kofen rovnice

sin

2

:1’/'_

3
2

sinx+%:0.
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38.

39.

40.

3. Rowvnice

Uréete nejvétsi zaporny koren a nejmensi kladny koren rovnice

1\/_s1na:

cos2r=1-—

Urcete nejvétsi koren rovnice cos2x = 2 + cosx lezici v intervalu

{0, 10).

Urcete nejvétsi zaporny koren a nejmensi kladny kotfen rovnice

V3

cos? x

—4tgx = 0.

V tlohach 41-49 urcete mnoziny vsSech feSeni danych rovnic.

41. |sinz| =1 42. [cos(z + 5m)| = 3
43. |tgx| =1 44. |cotgz| = V3
45. |cosx| =2 — cos? x 46. |sinx| =sinz + 2
47. |sinz + 2| = sin®z 48. |3 —cosz| =2 +sin’x
49. sin®x —4cosx —4 =0
Vysledky
5 1
1. {127T—|—k7r, 2+ kr} 2. {—37m+km, kr}
keZ kel
S 1 S (1
3. {—gm+ kn} 4. {57+ kn}
kel kel
S S 1
5. {km, 7+ 2km, 37+ 2km} 6. {37+ 5kn}
keZ kel
S S 1
7. {(2k 4+ )7} 8. {37+ knm, 5km}
kel keZ
S S
9. {7+ 2k} 10. {2km, 2w+ 2km, 37 + 2kT}
keZ keZ
S
11. @ 12. {2k + )7}
keZ
S S 1 1
13. {2k + 1)} 14. {km, 3m + 2km, —3m + 2k7}
keZ kel
S
15. {km, —im + 2km, 7+ 2kn} 16. {Skn}
keZ keZ
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S S
17. {kn} 18. {—im+kn, kr}
kel keZ
S S
19. {7+ 2km, L+ 2km, kr}  20. {im+km, 27+ kn}
keZ keZ
S S
21. {37+ km, 3w+ kn} 22. {37+ km, ;7 + skn}
kel keZ
S
23. 0 24. {37+ km, 37+ kn}
keZ
25. 3 26. 1 27. 4 28. 4 29. 6
30. 1 31. 2 32. 3 33. 5 34. 6
35. 2 36. —im
37. —%71’ a %71’ 38. —7m a %71'
39. 37 40. —27 a g
S S
41. {s7+ kr} 42. {sm+km, 27 + kn}
kel keZ
S 1 1 S (1 2
43. {—37+ gkn} 44. {37+ kn, 37+ kr}
keZ kel
s s
45. {km} 46. {57+ 2kn}
keZ keZ
S (3 S (1
47. {57+ 2km} 48. {57+ km, 2kn}
kel keZ
S
49. {2k + )7}
kel

3.4. Exponencialni a logaritmické rovnice

Exponencialni, resp. logaritmické rovnice jsou rovnice, v nichz neznama
je obsazena v exponentu jedné nebo vice mocnin, resp. v argumentu
jednoho nebo vice logaritmi.

Pri feseni takovych rovnic vyuzivame pravidla pro pocitani s mocnina-
mi a s logaritmy:
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o Jestlizeje a >0, b >0, z € R, yeR, pak plati:
a®-a¥ =a*"Y, a®-b" = (a-b)*, (a*)¥=a"".
e Jestlizeje a >0, a#1, x>0, y>0,r R, pak plati:
log, (zy) = log,  + log, v,
x
log, — =log, z —log, vy,
Y
log,(z") = rlog, x.

o Jestlizeje a >0, a#1, x € R, y €R, pak plati:

a® =aY, pravé kdyz x=y.

o Jestlize je a >0, a#1, x>0, y> 0, pak plati:

log,z =log,y, pravékdyz z=y.

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. ReSme rovnici

5$+1 . 25%—3 — 1252%—1-

Reseni. Rovnici upravime tak, aby na obou stranach rovnice byly moc-
niny o stejném zakladu. Postupné dostaneme:

5$—{—1 X 52(x—3) — 53(2:E—1)7 5317—5 — 56$—3.

a tedy

Z rovnosti mocnin plyne rovnost exponentt, tj. 3z —5 = 6x — 3, a te-

dy x = —%. Jedinym fesenim dané exponencialni rovnice je x = —%.

> PRIKLAD 2. Re$me rovnici

22m2+3m—|—1 —1

a) vZ, b) v R, c) v N.
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B v / . . / 2 .
Reseni. Rovnici upravime na tvar 22¢ 32+l — 20 7 rovnosti moc-
nin plyne rovnost exponenti, tj. 222 +3x +1 = 0. Resenim ziskané

kvadratické rovnice je 1 = -1 a x5 = —%. Jedinym reSenim dané
exponencialni rovnice v Z je tedy x = —1, v R m& dané rovnice dvé
feSeni x=—1 a x=—1 v N nemé 74dné FeSeni.

~1
> PRIKLAD 3. ReSme rovnici

22/z _g.9l/% 1 g —,

Resend. Danou rovnici upravime na tvar (21/7)2 —9.2Y/* 48 =0.
Uzijeme substituci u = 2%/* a dostaneme kvadratickou rovnici

u? —9u+8 =0,

jejimiz kofeny jsou u; =1, us = 8. Zpétnym dosazenim dostaneme
rovnice 21/* =1 a 2% =8. Rovnici 2% =1 upravime na tvar
21/7 = 20 odkud plyne 1/ = 0. Neexistuje zadné x, které by splito-
valo tuto rovnici. ReSenim rovnice 2% =8 je x = % Dana expo-
nencialni rovnice ma tedy jediné reSeni x =

W[

> PRIKLAD 4. Uréeme ¢islo y, jestlize

logsy = 1 logs(z + 1) — logg(z — 3) — 1.

Resent. Uzijeme zakladnich vlastnosti logaritmi. Postupnymi ipravami
dostaneme

voe+1
loggy = logg vV +1 —logs(z — 3) —logg 3, loggy = logg 3@—3)

a tedy

vr+1

V=33

> PRIKLAD 5. ReSme rovnici

log(3 + z) = log 3 — log z.
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Reseni. VSechny vyrazy v dané rovnici maji smysl za predpokladu, ze
x > 0. Rovnici upravime na tvar

1 1 1 1
log(——l—m) —log—, odkud =+2=—, atedy 222 +2—1=0.
2 2x 2 2x

Koreny této kvadratické rovnice jsou x; = %, r9 = —1. Protoze

r9 < 0, ma dana logaritmicka rovnice jediné feSeni x; = %
> PRIKLAD 6. Resme rovnici

log%(x2 —x—12) =logy(z+3) + 1.

Reseni. Argumenty obou logaritmt jsou kladné, pokud
r>-3ANz2—z—12>0.

Resenimi nerovnice 2% —2—12>0 jsou x € (—o0,—3)U (4,00).
Vsechny vyrazy v dané rovnici maji tedy smysl za predpokladu, ze
x € (4,00). Postupnymi tpravami dostaneme:

log%(x2 —x —12) =logy(z + 3) + logy

3
log%(x2—x—12) = log :1:—|2— :

N[~

r+3
2 )
222 — 3z — 27 = 0.

2 —x—12=

Kofeny této kvadratické rovnice jsou x; = %, r9 = —3. Protoze
x1 € (4,00), xo ¢ (4,00), ma dana logaritmické rovnice jediny kofen
Ir1 = %
> PRIKLAD 7. Resme rovnici

log,  7(z* + 3z +5) = 2.
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Resend. Zéklad i argument logaritmu maji smysl, pokud
T>—-TANz#—-6Az>+32+5>0.
ReSenimi nerovnice 2 4+ 3z +5 > 0 jsou vSechna z € R, danou lo-
garitmickou rovnici fe$ime tedy za predpokladu, ze x € (—7,—6) U
U (—6,00). Z definice logaritmu dostaneme rovnici

(x+7)* =2+ 3z + 5.

Jejim jedinym fesenim je x = —4, coz je zaroven reSeni dané logarit-
mické rovnice.

NERESENE ULOHY

1. Reste rovnici 3% + 327+1 =4,
. Reste rovnici 5% 4+3-5*"1 =8.572
Reste rovnici 2022072 — 7. (1)7 = 16 — 8. 221,

W N

2

4. Reste rovnici 8-3Ve+l —gva+l — g
5. Urcete vSechna zaporna reseni rovnice (%)x%r%x — 43,
6. Urcete vSechna nenulova feseni rovnice 9-3% + 3% = 10.
7. Urdete pocet nenulovych feSeni rovnice 22*+1 =27-1 4 3,
8. Reste rovnici 9779 4 90:5—2 — %.

~ 1 r—3
9. Reste rovnici (%) =1 = (%) .

> 1 xr+2
10. Reste rovnici (%) z . (g) =4,

25
5 R 372
11. Reste rovnici =
9—2 62—5
14
12. Reste rovnici 2log2z = L
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13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

24.
25.
26.
27.

28.

29.
30.

3. Rowvnice

Urcete ¢islo y, jestlize log,y =1 — 2log, = + log,(x — 1).

Urcete cislo y, jestlize

logsy = 2+ logg x — logg(z — 1) — 3 logs(z + 2).

Reste rovnici log, z — log, (2 — z) = 1.

. 1
Reste rovnici logs z = ] :
0gs T
. ] 13 -2
Reste rovnici 085 7) =2.
log5(5 — )

. log, 8

Reste rovnici ——22°% _ _ 9
log,(2 — )

S . 1

Reste rovnici log, m =1.

x

. 2
Reste rovnici log,  — log, /z + log, — = —2.
x

Reste rovnici log, (13 — %) = 2.

Urcete pocet FeSeni rovnice logg(2z — 5) + logs 3z = logs(x — 4).

Urcete vSechny kladné kofeny rovnice

logs(x 4 2) — logs(z +2) = 0.
Urcete pocet FeSeni rovnice log,(x +4) = —1.
Reste rovnici 2(log, v/7)% —log, v7 — 1= 0.
Reste rovnici log Va2 +x —2 = 1.

Urcete vSechny zaporné koreny rovnice

logs(x + 3) — logy(z +3) — 6 = 0.

Urcete pocet FeSeni rovnice log,, (2?4 5) = 2.

v v / / Vv v / . 2 — 2
Uréete pocet redlnych feseni rovnice 2% + 277" =3,

N

Urcete ¢islo y, jestlize log,y = % log,(3z) — 2log,(x + 1) +

.
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Vysledky

1. =0

3. = %

5. 1 = —2, x2

7. zadné

9. 11 =2—-2, z2=2

11. CC1:1, JJ2:4

13. y:2(aj;1)
i

15. z=¢

17. =2

19. z1 = -2,

21. z =2

23. z=1

25. $1:%, T2 =

27. r = —

29. tri

10.
12.

14.

16.

18.
20.
22,
24.
26.
28.

30.

® & k&N

r=—1
r =3
T = —2

£L’1=O, 33'221

v=1

_ 9x
YT @-nvr+2
T = %, T2 =09
T =6—42
x = 1024
zaddné
jedno
r1=—4, ra =3
jedno

2v/3z

V= Gy



Kapitola 4.
NEROVNICE

Pr1i feseni nerovnic se pouziva nasledujicich vét:
1. Je-li z < y a a libovolné realné cislo, pak plati:
rt+a<y-—+a.

2. Je-li x < y a a libovolné kladné ¢islo, pak plati:
ar < ay.

3. Je-li x < y a a libovolné zaporné cislo, pak plati:
ar > ay.

4. Pro kazdé realné ¢islo a plati:
—a = al,

a = |al.
5. Pro libovolné realna cisla plati:

[z £yl < ||+ yl.

4.1. Linearni nerovnice

Linearni nerovnici se rozumi predevSim nerovnice tvaru ax +b < 0
(pfip. < 0, pfip. > 0, pfip. = 0), kde a, b jsou dand redlna ¢isla a a # 0.
V této casti se nebudeme zabyvat pouze touto jednoduchou nerovnici,
ale takovymi nerovnicemi, které obsahuji linedrni vyrazy ax + b. Re-

vvvvvv

nerovnicemi.
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Zde pfipomenme, Ze linedrni vyraz méni znaménko v bodé x1; = —b/a
(a # 0) a plati:

a) je-li a > 0, pak vyraz ax + b je kladny napravo od bodu 1, a za-
porny nalevo od bodu x;.

B) je-lia < 0, pak vyraz ax + b je kladny nalevo od bodu z1, a zdporny
napravo od bodu z;.

Pozor: Je-li vyraz ax + b ve jmenovateli néjakého zlomku, pak nikdy
bod 1 neni v definicnim oboru daného vyrazu.

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Uréeme mnozinu vSech feSeni nerovnice

3_3_:1:<§_4x—3
2 8 6

Reseni. Vynasobime obé strany nerovnice spolecnym jmenovatelem
zlomkl a dale upravime:

72 — 362 < 15 — (167 — 12)
—20x < —45

9
x> 2
MnoZina viech feSeni dané nerovnice je interval (2, c0).

> PRIKLAD 2. Uréeme mnozinu vSech feSeni nerovnice

1-1br _20-25z
w_
4 30

na intervalu {0, 00).
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Reseni. Postupujeme stejnym zptisobem, jako v predchozim piikladé.
Nejprve odstranime zlomky a pak upravime:

4z — (1—152) 20— 2,52 + 60

4 < 30
30(4z — 14 1,5x) < 4(20 — 2,5z + 60)
1752 < 350
T <2

Mnozina vsSech feSeni dané nerovnice na intervalu je prinik zadaného
intervalu s feSenim nerovnice: z € {0,00) N (—o0,2) = (0, 2).

Metoda intervali se pouziva pro nerovnosti typu

(V1) (Va)...(Vy)
(U1)(Us) ... (Un)

(pfip. > 0, pfip. = 0, pfip. =2 0), kde V; (: = 1,...,n) a U; (j =
= 1,...,m) jsou vyrazy, jejichz znaménka umime snadno urcit. Metoda
intervalll spoc¢iva v nalezeni takovych intervald, kde vyrazy V; a Uj
neméni znaménko. V kazdém takovém intervalu pak snadno nalezneme
znaménko vyrazu na levé strané nerovnosti. Nebot méa-li lichy pocet
vyrazli zaporné znaménko, pak vysledek je zaporny. Ma-li sudy pocet
vyrazu zaporné znaménko, pak vysledek je kladny.

<0

PRIKLAD 3. Urcéeme mnozinu vSech resSeni nerovnice

2z — 1)(x + 2)
r—3

> 0.

Reseni. Resime metodou intervalii.

Hledané intervaly zjistime tak, Ze nalezneme nulové body linearnich
vyrazi. Vzhledem k tomu, zZe jde o linearni vyrazy, v nulovych bodech
se méni znaménka.

20 —1=0 — x =
rT+2=0— x=-2
r—3=0—= =3

D=
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Nulové body —2, %, 3 rozdéli defini¢ni obor R — {3} na ¢tyfi intervaly.

(—00,-2) | (=2,3) | (5,3) | (3,00)

20 — 1 - - + +
x + 2 — + + +
xr—3 - - - +

2z — 1)(z +2)
x—3

- + - +

Mnozina viech feSeni dané nerovnice je (—2, 3) U (3, 00).

> PRIKLAD 4. Urcéeme mnozinu vSech feSeni nerovnice

3z 4+ 1)(z —2)

<0.
l1—=x -

Reseni. Resime metodou intervali. Definiénim oborem dané nerovnice
je mnozina D = R — {1}. Uréime nulové body linearnich dvoj¢lent.

3r+1=0 —= z=—

r—2=0— =2

r—1=0= =1

Wl

Musime vzit v ivahu i bod = = 1, i kdyz nepatii do defini¢niho oboru
(proto se v uvedené tabulce vyskytuji polooteviené intervaly s krajnim
bodem 1. Nulové body rozdéli defini¢ni obor na ¢tyfi intervaly.

(=0, =3 | (=50 | (1,2) | (2,0

3z +1 — + + +
x—2 — — — +
1—x + + + —

Bz +1)(x—2)

1—=x

- - - -

Mnozina vSech feseni dané nerovnice je {(—z,1) U (2, 00).

1
3
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> PRIKLAD 5. Urcéeme mnozinu vsSech feSeni nerovnice

x—5§
r+1—

Resend. Defini¢nim oborem dané nerovnice je mnozina D = R — {—1}.
Tuto nerovnici mtzeme fesit dvéma zptsoby.

Pruni zpisob:

Cislo 4 pfevést z pravé strany nerovnice na levou stranu a dale upra-
vovat na tvar zlomku, u kterého budeme urcovat znaménko pomoci
nulovych bodi. Chceme dostat nerovnici do podobného tvaru, jako
v predchozim prikladé.

x—5_4§0
r+1
x—5—4m—4§0
r+1 -
—3:13—9§0
r+1 —
:I?+320
r+1 —

Nyni mtzeme Tesit zase metodou nulovych bodi.

(—OO, _3> <_37 _1) (_1a OO)
x+3 — + +
rz+1 — — +
r+3
r+1 + - *

P1i zapisu intervalti do tabulky jsme vzali v itvahu defini¢ni obor ne-
rovnice (x # —1). Mnozina vsech Feseni dané nerovnice je (—oo,—3)U
U (-1, 00).
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Druhy zpusob:

Druhy postup spociva v tom, Ze nejprve odstranime zlomek. To zname-
na vynasobit nerovnici vyrazem (x + 1). AvSak musime rozlisovat dva

pripady:
1) z+ 1> 0 (symbol < v ptivodni nerovnici se po vynasobeni neméni)

2) x+ 1 <0 (symbol < v ptvodni nerovnici po vynéasobeni pfejde na
symbol 2)

adl) z4+1>0= z>-1, tj. z€(—1,00)
r—5=4(x+1)
x—5=4x+4
-9 <3z
-3 =z
x € (—1,00) N {(=3,00) = (-1, 00)
ad2) z4+1<0= z< -1, tj. =€ (—o0,—1)
r—>524(x+1)
x—524xr+4
-9 2 3z
32z
x € (—o00,—1)N (=00, —3) = (—0o0,—3)
Mnozinu M vSech TeSeni dané nerovnice ziskame jako sjednoceni mno-
zin TeSeni v jednotlivych pripadech:
M = (—o00,—3) U (-1, 00).
* % %

V nerovnostech s absolutni hodnotou nejprve musime odstranit absolut-
ni hodnotu. To udélame tak, ze pouzijeme definice absolutni hodnoty:
{viraz) { —{vyraz} pro {vyraz} <0

vyraz}| =
Y {vyraz} pro {vyraz} =0

Abychom to mohli udélat, musime urcit intervaly, na kterych je vyraz
uvnitt absolutni hodnoty nezaporny a na kterych nekladny.
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> PRIKLAD 6. Urcéeme mnozinu vSech feSeni nerovnice

|z — 1| + 22 > 4.

Reseni. Uvazujeme dva piipady:
) 2—120= |z —1|=2-1
2) z—120= |z—1|=—(z—1)

adl) z—120= z21, tj. z€{1,00)

r—1+2x >4

x> g

Mnozina vSech FeSeni nerovnice v intervalu (1, c0) je
My = (1,00) (1 (3, 50) = (3, 0).

ad2) z—1=20= =1, tj. z€(—o0,1)

l—xz+2x>14
x> 3

Mnozina vSech Feseni nerovnice v intervalu (—oo, 1) je
M2 = (—OO, 1) N (3, OO) = @
To znamend, ze na intervalu (—oo,1) nema zadand nerovnice zadné

feSeni. Mnozina M vSech feSeni dané nerovnice je sjednoceni mnozin
M 1 a MQ:

> PRIKLAD 7. Uréeme mnozinu vSech feSeni nerovnice

10z — 1| — 6]2 — x| + 2|o — 4| > 10 — 22
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Resend. Prvni krok k odstranéni absolutnich hodnot je uréeni intervali,
na kterych jsou jednotlivé vyrazy uvnitt absolutnich hodnot nezaporné
(prip. nekladné).

r—1=0=— =1
2—212=0— =2
r—4=0— x =4

Body, v kterych vyrazy v absolutnich hodnotach méni znaménka, jsou
1, 2, 4. Ty rozdéli defini¢ni obor R dané nerovnice do ¢tyr intervali.

(—o0,1) (1,2) (2,4) (4, 0)
lx — 1| 1—x x—1 x—1 x—1
12 — x| 2—x 2—x xr —2 x —2
|x — 4 4—zx 4—x 4 —x x—4
1) z € (—o0,1)

10(1—x)—6(2—:c)+2(4—x)>10—2x
—4x >4
r < —1

Mnozina P; vSech feseni dané nerovnice na intervalu (—oo, 1) je
P, = (—00,1) N (—00,—1) = (—o0, —1).
2) ze€(1,2)

10(z — 1) — 6(2 — ) + 2(4 — x) > 10 — 2z

3
T > 5
Mnozina P, vSech feSeni dané nerovnice na intervalu (1,2) je

Py ={1,2)N(2,00) =(2,2).
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3) x €(2,4)

10(x —1) —6(zr —2)+2(4—2) > 10 — 2z
x>0

Mnozina P3 vSech feSeni dané nerovnice na intervalu (2,4) je
P; =(2,4yN(0,00) = (2,4).
4) x € (4,00)

10(x —1) = 6(z —2) + 2(x —4) > 10 — 2x
x> 2

Mnozina P vSech feseni dané nerovnice na intervalu (4, c0) je

Py = (2,00) N {4,00) = {4,0).

Mnozina P vsech feSeni dané nerovnice v R je

P=PiUP,UPsUP; = (—00,—1)U(3,0).

NERESENE ULOHY

V tlohéach 1-24 urcete mnoziny vSech feseni danych rovnic.

5 3x 20 +1 3xr + 2
1. 1 - > —1 — 2.
(m+2_3@ %r4 g te<z+—
—1 6 4
3. Lo PR BT
z+1 20 — 1
54+ Sr + 12
5. <0 6. ————— >0
3—x 0,3z — 10 —
7. |z|+2x 21 8. 2|z|+|2z| >0

9. |[z+2[2x+2 10. |z —1| £ |x — 3|
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11. |z| = |z — 1] 12. |z 42| 2 |z — 2
13. 3|z +1]— |32 +2| <0 14. 2z +1 -2z + 1|+ 2 = 4]1 — 2
1 2 1
15. |2 7F ‘>3 16. |27 +1|<1
x—1 r—3
12z —1 3
17. | 22572 1) <2 18, —~ _ _ <1
r—T r—2 x+1
19. |2z — 3| = |32 — 2| 20. 3lz-1 <1
1 1
21. > - 22. |3 —4z] < 2
lz+1] = 4
23. |z + 3| > |z — 2| 24. |z —3|—-1< |z —1]
X ok ok

25. Urcete mnozinu vsech feseni nerovnice v intervalu (0, 12)

3r —5 > 15 — 8.

26. Urcete mnozinu vsech feseni nerovnice v intervalu (0, co)

324z 4+ & > —2(3z + 7).

27. Urcete mnozinu vsech feSeni nerovnice v intervalu (—1,1)

r4+z? — |32 - 2|+ 2z -1 < (z —1)2

Vysledky

1. (-2, 00) 2. (—00,0)

3. (~o0,~1) 4. (~00, 2) U (4,0)

5. (—o0,—5) U (3,0) 6. (—oo0,—2) U (132, 00)
7. (5,00) 8. R— {0}

9. R 10. (—o0,2)

11. (1,00) 12. {0,00)
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13. (—o0,—2) 14. {1}

15. (1, 1)U (1,2) 16. (—3,2)

17. H(1—m), &=(1+3m) 18. (—1,2) U (8,0)

19. (-1,1) 20. {1} 21. (=5,-1)U(-1,3)
22. (1,2 23. (—1,00) 24. (2,00)

25. (22,12) 26. (0,00) 27. (-1,%

4.2. Kvadratické nerovnice

V této casti se budeme vénovat nejenom kvadratickym nerovnicim, ale
také nerovnicim, které se na kvadratické nerovnice daji prevést. Urco-
vani znaménka hodnoty kvadratického trojélenu ax? + bz + ¢ usnad-
nuje feseni rozmanitych nerovnic. Pfipomenme, Ze a je libovolné realné
¢islo rtizné od nuly, b, ¢ jsou libovolna realna cisla, x je nezavisle pro-
meénnd. Pri feSeni kvadratické rovnice hraje diilezitou tlohu diskrimi-
nant D = b? — 4ac.

Pr1i feseni kvadratickych nerovnic mtizeme v zasadé postupovat dvéma
zpusoby.

Prvni zpisob je mozny jen za predpokladu, ze diskriminant je kladny.
Pomoci diskriminantu vypoc¢teme koreny prislusné kvadratické rovni-
ce x1, ro. Kvadraticky trojc¢len upravime na soucin dvou linearnich
¢lentt az? + bx +c = a(x — x1)(x — 22). Déle postupujeme metodou
nulovych bodt, jak bylo ukazano v predchozi kapitole.

Druhy postup predpoklada znalost vlastnosti grafu kvadratické funkce
y = ax? + bx + c. Grafem je parabola.

1
2

) Je-li a > 0, je parabola ,zdola omezend*
)

3) Je-li D > 0, parabola protind osu x ve dvou ruznych bodech.
)
)

Je-li a < 0, je parabola ,shora omezena“

4
5

Je-li D = 0, parabola se osy x dotyka v jednom bodé.

Je-li D < 0, parabola osu x neprotina.
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Mohou nastat tyto pripady:

e proa >0
J

e proa <0
>

/ N\

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Uréeme mnozinu vSech feSeni nerovnice

2 4+r-2<0.

Reseni. Ukdzeme oba vysSe zminéné postupy.

Pruni zpisob:
Kvadraticky troj¢len na levé strané nerovnice zapiSeme jako soucin ko-
renovych c¢initelt. K vypoctu pouzijeme diskriminant D =1+4-2 = 9.
Rovnice 22 + x — 2 = 0 ma dva kofeny z; = —2, £ = 1. Nerovnici pfe-
piSeme do tvaru

(x+2)(z—1) <0.
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Dale postupujeme metodou nulovych bodi, které urcuji na ciselné ose
t1i intervaly.

(—o0, —2) (—2,1) (1, 00)
x+ 2 — + +
z—1 — —
(x+2)(x—1) + —

Mnozina vSech FeSeni zadané nerovnice je interval (—2,1).

Druhy zpusob resent:

Vyiesime piislusnou kvadratickou rovnici z? 4+ z — 2 = 0. Koeficient
u kvadratického ¢lenu a = 1, parabola lezi nad vrcholovou tec¢nou. Pro-
toze diskriminant D > 0 (D = 9), mé parabola dva pruseciky s osou z,
r =1 a x = —2. Nacrtneme prislusnou parabolu:

YA

\ /-
/

Z obrazku urcime, ze mnozina vsech realnych cisel x, pro néz plati
22 + 2 —2 <0, je interval (—2,1).

> PRIKLAD 2. Uréeme mnozinu viech feSeni nerovnice

r+1
T+ 2

> x.
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Reseni. Nerovnici mlizeme fesit dvéma zpusoby.

Pruni zpisob:

99

Od obou stran nerovnice odec¢teme x a levou stranu upravime na zlo-
mek. Upravenou nerovnici budeme fesSit metodou nulovych bodi.

r+1
x4 2
x+1—x(x+2)

T+ 2
—x?2—x+1

T+ 2

2+ x—1

T+ 2
(z—1(-1-V5))(z — 2(-1+V5))

T+ 2

—x>0

>0

>0

<0

<0

Nulové body —2, 2(—1—+/5), 1 (=1 +V/5) rozdgli ¢iselnou osu na ¢tyfi

intervaly.
(—00,-2) | (=2, =15%) | (152, =5%) | (152, 00)
x— =155 - - + +
o | - - .
T+ 2 — + +
z+1
r+2 N i B i

Mnozina M vSech feseni zadané nerovnice je

Druhy zpusob:

M = (00, ~2) U (4(~1 - VB), }(~1+ VB)).

,Odstranime” zlomek na levé strané nerovnice. Nerovnici vynasobime
vyrazem (x + 2). Rozlisime dva ptipady:
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1) x+2 > 0 (symbol < v ptivodni nerovnici se po vynasobeni neméni)

2) x+ 2 < 0 (symbol > po vynasobeni prejde na <)

adl) z4+2>0 = z€(—2,00)

r+1>x(x+2)
0>z +x—1
0> (z—3(-1+V5))(z— 2(-1-V5))

Mnozina M; vSech feseni v tomto pripadé je
My = (=2,00) N (3(~1 = V5),5(-1 4+ V5)) =
= (31 VB), b1+ V).
ad2) r4+2<0 = x € (—00,—2)

r+1<z(z+2)
0<a’+z—1

0> (- 3(~1+ VB)) (o - 11~ VB))

Mnozina M, vSech feseni v tomto pripade je

Mj = (~00,-2) N [(=00,3(~1 = V) U (3(~1 + V5),00) | =

Mnozina M vSech feSeni zadané nerovnice je sjednoceni mnozin M;
a Mz:

M = M; UM, = (—00,-2) U (3(~1 - V5), 2(-1 + V5)).
> PRIKLAD 3. Uréeme mnozinu vSech feSeni nerovnice

132 — 1| < 2* + 2.
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Reseni. Podle definice absolutni hodnoty rozdélime feseni piikladu na
dva pripady:

1)3z—120 = [3z—-1|=3z—1

2)3x—1=0 = [3z—1|=—-3x—1)

adl) 3z-120 < 223 = [3z—-1]=3z-1

3z —1< 2%+ 22
0<z?+2x—3x+1
0<z>—z+1

Nyni vyfesime piislusnou kvadratickou rovnici. Diskriminant (D =
=1—4 = —-3) je zaporny. Z toho plyne, Ze parabola neprotina osu x.
Koeficient u kvadratického ¢lenu je kladny, tudiz parabola lezi nad

osou x.
Ay

—_

8Y

Jak je vidét z obrazku, naSe nerovnice je splnéna vzdy. Mnozina P;
vSech TeSeni v tomto pripadé je prinik intervalu, v kterém fesime, s fe-
senim nerovnice:

<
ad2) 3z—-120 < z=

1—3x<a®+ 2z
0<z?+5b5x—1
0< (z—L(—5-+v29))(z - 1(-5+v29))

Nyni méme nerovnici prevedenou na tvar, kdy miizeme postupovat
metodou nulovych bodu (nebo pomoci nacrtku paraboly). Nulové body
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T12 = %(—5 + 1/29) ¢iselnou osu rozdéli na t¥i intervaly.

(—o0, %@) (—5—2\/E’ —1+2\/E) (—54—2@’00)
w — =552 - + +
T — _54'2\/5 — —
z? + 5z — 1 + —

Mnozina P, je prunik intervalu, v kterém reSime, s fesenim nerovnice:

Po = (=00, 1) 1 [(—o0, 3(=5 = VD) U ((=5 + V29). 00))] =
— (~00, (-5 - VE) U (§(-5+ VE). §)

Mnozina P vsSech feseni dané nerovnice je sjednoceni mnozin P; a Ps:

P=PUP, = (—00, (=5 —v29)) U (3(-5 + v29), )

NERESENE ULOHY

V tulohach 1-13 urcete mnoziny vsech feseni danych nerovnic.

1. 22 -32x—-28<0 2. —22+2x—-17<0

3. —224+2x—-1720 4. 22 4+8x+16<0

5. 22 +2z+3|>—-22+3x—-2 6. 5z2+|z+1>0

7. |22 — 4z + 3| < 2(z + 1) 8. |22+ 2+2| <2

9. Va2 4+6x+9<5—2x 10. V22 —-3z+222—=x
11. —2224+98x+1>0 12. 22 -252x+0,5 < 22?2 -1

13. 22 —5x +2 > 222 — 62 — 10
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Vysledky

1. (—4,7) 2. R 3. 0

4. {—4} 5. R 6. R

7. (3—2v2,3+2V2) 8.0 9. (—oo,1)

10. (2,00) 11. (—4,5) 12. (—o0,—3) U (%, 00)

13. (-3,4)



Kapitola 5.
POSLOUPNOSTI

Nekonecna posloupnost je redlna funkce, jejimz definicnim oborem je
mnozina N prirozenych cisel. Hodnota posloupnosti v bodé n se nazy-
va n-ty ¢len posloupnosti. Hodnotami svych c¢lenti je posloupnost plné
urcena. Posloupnost, jejiz n-ty ¢len je a,,, budeme oznacovat symbolem

(an)nZs-

Zadant posloupnosti. Posloupnost mame obvykle zadanu jednim z téch-

to zptlisobi:

a) vzorcem pro hodnotu n-tého ¢lenu a,, napt. a, = o , nebo
anp =2+ (=)™ n+2

b) rekurentni formuli, kterd je vztahem pro dva nebo vice sousednich
¢lenti posloupnosti a hodnotami prvnich ¢lent, napt.

Un41 = 2a, — 5, a1 =29,
nebo

Vlastnosti posloupnosti. Rikame, Ze posloupnost (a,)%%; je

e rostouct, jestlize any1 > a, pro vsechna n € N;

o klesajict, jestlize an41 < a, pro vsechna n € N;

o neklesajici, jestlize a1 = a, pro vSechna n € N;

e nerostouct, jestlize a,+1 < a, pro vSechna n € N.

Posloupnost, ktera ma nékterou z uvedenych vlastnosti, se nazyva

monotonni.

Rikdme, Ze posloupnost (a,)5%; je

e shora omezend, jestlize existuje realné ¢islo m takové, ze a,, < m pro
vSechna n € N;

e zdola omezend, jestlize existuje redlné ¢islo m takové, ze a,, = m pro
vSechna n € N;

e omezend, jestlize existuje realné cislo m takové, ze |a,| < m pro
vSechna n € N.
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Aritmetickd posloupnost je posloupnost (a,)>° ¢, ve které plati

pro viechna n € N. Cislo d je diference a v aritmetické posloupnosti
plati pro vSechna n, m € N:

e a, =a; + (n—1)d;
® a, = ay + (n—m)d;

e soucet s, prvnich n ¢lenti posloupnosti je

n(a1 + a,) = nay + in(n — 1)d.

N[~

Sn —

Geometrickd posloupnost je posloupnost (a,, )5 ; takova, ze pro vSechna,
n € N je
An+1 = 4an,

q # 0. Cislo q je kvocient geometrické posloupnosti. V geometrické po-
sloupnosti plati pro vSechna n, m € N:

® an =a1q"" Y

® ap = am(q )

e soucet s, prvnich n ¢lent posloupnosti je

q" —1

Sn = q_l7

jeli g # 1,

nai, je-li g =1.

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Uréeme ¢len as v posloupnosti (a,);, kterd je dana

’[’L:]_?
rekurentni formuli a,,+1 = 2a,, — 3 a ¢lenem a; = 3.

Resent. Dosazenim do rekurentni formule postupné dostaneme:

s =2-3—-3=3, a3=2-3—3=3,
a4:2-3—3=3, a5:2-3—3:3.
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> PRIKLAD 2. Uréeme soudet az + a4 ¢lenti posloupnosti (a, )3, ktera

n:l?
je dana rekurentni formuli a,,11 = 2na,, + 3 a ¢lenem a; = —1.

Reseni. Dosazenim do rekurentni formule postupné dostaneme

a3 =2-1-(-1)+3=1, a3=2-2-143=7, a;=2-3-7+3=45.

az + a4 = 7+ 45 = 52.

> PRIKLAD 3. Uréeme ¢len a; posloupnosti (a,,)%;, kterd je dana re-

n:l?
kurentni formuli a,,11 = na, + 3 a ¢clenem a, = 24.

Resend. Je a, = — (ap41 — 3), a tudiz postupné dostaneme:
n

az3=3(24-3)=7, a=3(7-3)=2, a=2-3=1

> PRIKLAD 4. V aritmetické posloupnosti (a, )%, je ¢len a; = 2 a di-
ference d = 5. Urceme Cleny a4 a asgp.

Reseni. V aritmetické posloupnosti je a, 11 = a; + (n — 1)d, tedy

ag=0a1+3d=24+3-5=17 a azg=a;+29d=2+29-5=147.

> PRIKLAD 5. V aritmetické posloupnosti (a,)%; je ¢len ag =15
a diference d = 2. Urceme cCleny a; a ass.

Resend. V aritmetické posloupnosti je a, = a,, + (n —m)d, a tedy
a; =ag+ (1 —8)d=15—7-2=1. Dale je

ass = a1 +24d =1+ 24 -2 = 49.

> PRIKLAD 6. V aritmetické posloupnosti (a,)S; je ¢len a; = 3 a di-
ference d = 4. Urceme soucet soq.
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Reseni. Pro soucet s, prvnich n élenti posloupnosti plati: s,, = na; +
+ in(n —1)d, tedy

$20=20-3+1-20-19-4 = 820.

> PRIKLAD 7. V aritmetické posloupnosti (a, )% je ¢len az = 7 a ¢len
a7 = 4. Urceme soucet sq5.

Resend. Je ar = az +4d, tedy 4 =2+ 4d = d = 5. Odtud dostane-
mea, =az —2d=2—1=1, a tudiz

s15=15-1+3-15-14-12 = 67,5.

> PRIKLAD 8. V aritmetické posloupnosti (a, )22, je ¢len az = 5 a sou-
¢et sg = 76. Urceme c¢len a; a diferenci d.

Reseni. Je as =a1 +2d a sg :8a1—|—%-8-7-d, tedy 5 =a1 + 2d
a 76 = 8ay + 28d. Soustava ma reseni a; = —1 a d = 3.

> PRIKLAD 9. V geometrické posloupnosti (a, )%, je ¢len a; = 3 a kvo-
cient ¢ = 2. Urceme cleny a5 a ar.

ent. V geometrické posloupnostl je ap = a1q" "1, tedy as = a1¢*

Rese
=3-2=48aa; =a1¢4° =3-2° =192.

> PRIKLAD 10. V geometrické posloupnosti (a,)%; je ¢len a4 = 36
a kvocient ¢ = 3. Urceme cleny a; a ag.

Reseni. V geometrické posloupnosti je a, = a,,¢"" ™, a tedy a1 =

=asq"3 =365 = 5. Clen ag = asq® = 36 -9 = 324.

> PRIKLAD 11. V geometrické posloupnosti (a,)S, je ¢len a; =3
a Clen aq4 = 24. Urceme kvocient ¢ a ¢len as.

Reseni. Je as = a1¢>, tedy 24 = 3¢3. Odtud ¢ = 8 <= ¢ = 2. Tudiz
je as = aqq = 24 - 2 = 48.

> PRIKLAD 12. V geometrické posloupnosti (a,)%; je ¢len ap =1
a clen ag = 16. Urceme clen asg.
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Reseni. Je ag = axq?, tedy 16 = ¢*, atudiz ¢ = +2. Déle je ag = agq® =
= 16 - 4 = 64 pro obé hodnoty kvocientu gq.

PRIKLAD 13. V geometrické posloupnosti (a,)S%, je ¢len a; =3
a kvocient ¢ = 2. Urcéeme soucet ss.

Reseni. Pro soucet s, prvnich n c¢lenti geometrické posloupnosti plati:

PRIKLAD 14. Mezi ¢isla —2 a 13 vlozme ¢étyii ¢isla tak, aby spolu
s vlozenymi ¢isly tvorila Sest po sobé jdoucich ¢lenii aritmetické po-
sloupnosti. Které je prvni vlozené cislo a kolik je soucet vsech Sesti
Cisel?

Reseni. V dané posloupnosti je: a; = —2 a ag = 13. Tudiz ag = a1 +
+5d <= 13 = —2+ 5d, tedy d = 3. Prvni vlozené ¢islo je as = a; +
+d = —2+4 3 =1 a soucet vSech Sesti Cisel je: sg :6a1—|—%-6-5-d:
=6-(—2)+3-5-3=233.

PRIKLAD 15. Uréeme soucet pfirozenjch &isel, ktera jsou délitelna
sedmi a lezi mezi ¢isly 5 a 95.

Reseni. Piirozena &isla délitelnd 7 tvoii aritmetickou posloupnost s di-
ferenci d = 7. Prvnim ¢lenem je a; = 7 a poslednim ¢lenem je a,, = 91.
Je ap, =a1+(n—1)d, tedy 91 =7+ (n — 1)7 <= n = 13. Odtud
S13 = %(al + a13) = %(74— 91) = 637.

PRIKLAD 16. Mezi &isla —1 a —32 vlozme &ty¥i ¢isla tak, aby spolu
s vlozenymi ¢isly tvorila Sest ¢lenti geometrické posloupnosti. Které je
treti vlozené cislo?

Reseni. V hledané posloupnosti je ddno: a1 = —1 a ag = —32. Tu-
diz ag =a1¢° <= —32=—-1-¢° < ¢ =2. Treti vlozené &slo je:
ag =a1q° =—-1-8=-8.

PRIKLAD 17. Mezi ¢isla 32 a % vlozme pét cisel tak, aby spolu s vlo-
zenymi Cisly tvorila sedm po sobé jdoucich ¢lenii geometrické posloup-
nosti. Které je prostiedni z vloZzenych ¢isel?
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Regem/. Vv posloupnosti je dano a; =32 aay = % Tedy a7 = a1¢® <=
= 5 = 32q — ¢° = 6%1 = q = :I:l. Prostredni vlozené cislo

je ag = alq Uloha ma dvé feSeni ay = +4.

> PRIKLAD 18. Uréeme, zda posloupnost (a, ), je shora omezena,
zdola omezend, omezena a monotonni, kde

n

n: 9 b n: _]_ n’
a) a — ) ap, =n(—1)
. nmw 1
c) a, =sin <—>, d) a, =
2 n -+ 2

g n
Reseni. a) Je patrné, ze 0 < " < 1 pro vSechna prirozena cisla n.
n

Posloupnost je tudiz omezené. Dosazenim dostaneme vyjadieni prvnich
¢lenti posloupnosti: 5, g, %, ... Ovérime hypotézu, zZe posloupnost je
rostouci:

n n+1

<

n+1 n-+2
— nP4+2m<n®i+2n+1 < 0<1.

Podminka je splnéna pro vSechna prirozena ¢isla n, posloupnost je tedy
rostouci.

b) Dosazenim ziskdme vyjadfeni nékolika ¢lend posloupnosti: —1, 2,
—3, 4, ... Vidime, ze posloupnost neni omezena, a tedy neni monotonni.

c) Protoze funkce sinus je periodicka, dostaneme, Ze posloupnost je
tvorena tradou c¢isel 1, 0, —1, 0, ktera se opakuje. Posloupnost je tudiz
omezena a neni monotonni.

) Pro nékolik prvnich ¢leni posloupnosti dostaneme vyjadieni: \/g ,

\/; , \/Z , ... Pro ¢leny posloupnosti plati: 0 < a,, < 1, posloupnost je

omezena. Hodnoty prvnich ¢lenti naznacuji, zZe posloupnost je klesajici.
Pro vSechna ptrirozena c¢isla n plati

> <~
An = Gnt n—|—2 n+3

< n+3>n+2 <= 1>0
n—|—2 +3

Posloupnost je tedy klesajici.
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NERESENE ULOHY

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Urcete ¢len ag v posloupnosti (a, )0

. Urcete ¢len a; v posloupnosti (a,)>°

. Urcete ¢len as v posloupnosti (a,)>2

> 1, kterd je dana rekurentni
formuli a,,+1 = 2na,, — 3 a ¢lenem a; = 2.

> 1, kterd je dana rekurentni
formuli a,,11 = na, + 3 a ¢lenem a5 = 99.

Urcete ¢len a4 v posloupnosti (a,,)52 ;, kterd je dana rekurentni
formuli a,,+1 = 2a,, — 3 a ¢lenem a; = 2.

Urcete ¢len a; v posloupnosti (a,)5° , ktera je dana rekurentni
formuli a,,+1 = 3a,, + 4 a ¢lenem a4y = 25.

Urcete ¢len as v posloupnosti (a,)5° , ktera je dana rekurentni

formuli a,,+1 + a, = 3 a ¢lenem a; = 1.

Urcete ¢len a4 v posloupnostl (an )22, kterd je dana rekurentni

formuli a,,41 = a — 4 a ¢lenem a1 = 1.

Urcete ¢len a4 v posloupnosti (a,)5° ,, kterd je dana rekurentni
formuli a,4+1 = 2na,, — 1 a ¢lenem a; = 3.

> 1, kterd je dana rekurentni
formuli a,11 = (n + 1)a, + 3 a ¢lenem a4 = 7.

Urcete soucet prvnich ¢tyf ¢lent posloupnosti (a,)22 , ktera je

déna rekurentni formuli a,,11 = 3a,, — 2 a ¢lenem ay = 7.

Urcete soucet prvnich ¢tyf ¢lent posloupnosti (a,)22 ;, kterd je
dana rekurentni formuli a,, 41 = 2a,, — 4 a ¢lenem a4 = 8.

Urcete soucet prvnich t¥i ¢lent posloupnosti (a,,)5% 1, kterd je dana

rekurentni formuli a,,+1 = 2a,, — 5 a ¢lenem ag = 2.

Urcete soucet prvnich tii ¢lent posloupnosti (a,,)52 ;, ktera je dana
rekurentni formuli a,,+1 = 10a,, — n a ¢lenem a; = 10.

Urcete ¢len a; v posloupnosti (a,)52;, kterd je dana rekurentni
formuli a,,.1 = 3a,, —n a ¢lenem a5 = —5.

Urcete ¢len az v posloupnosti (a,)%2 , kterd je dédna rekurentni
formuli a,,41 = (n — 1)a, + 3 a ¢lenem a; = —2.

Urcete ¢len a4 v posloupnosti (a,)2° , kterd je dana rekurentni
formuli a,,+1 = 2a, + 4 a ¢lenem ay = —1.
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Urcete ¢len a4 v posloupnosti (a,)52;, kterd je dana rekurentni
formuli a,,+1 = (n + 1)a, — 5 a ¢lenem a; = 0.

Urcete ¢len a4 v posloupnosti (an)5 4,

formuli a,,11 + 3a, =4 a ¢lenem a; = 2.

ktera je dana rekurentni

Urcete soucet a4 + as v posloupnosti (a, )22 1, kterd je dana reku-
rentni formuli a,11 — 2a, = —4 a ¢lenem as = 3.
Urcete soucet s4 v posloupnosti (a,,)5% ¢, kterd je ddna rekurentni

formuli a,4+1 + 2a,, =5 a Clenem a; = 1.

Urcete soucet as + aq v posloupnosti (a,)>2 , kteréd je dana reku-
rentni formuli a,, 1 — na, = 3 a ¢lenem as, = —3.

Urcete soucet a1 + a4 v posloupnosti (a,)>2 , kterd je dana reku-
rentni formuli a,,+1 =1+ afb a Clenem a7 = 1.

Urcete €len a; v posloupnosti (a,)%2 ;, kterd je dana rekurentni

formuli a,4+1 + a, =2n — 1 a ¢lenem a4 = 3.

Urcete Clen as v posloupnosti (a,)22 , kterad je dédna rekurentni

formuli a,,+1 = 3a,, — 1 a ¢lenem a4y = 14.

Urcete soucet ag + aq v posloupnosti (a,, )22, kterd je dana reku-
rentni formuli a,,4+1 = 2a,, + 3 a ¢lenem a; = —5.
V aritmetické posloupnosti (a,)5° ; je a; = —2 a diference d = 3.

Urcete cleny as a aqg.

V aritmetické posloupnosti (a,)5 ; je a1 = —1 a a7 = 17. Urcete
diferenci d a ¢len as.

V aritmetické posloupnosti (a,,)%2; je az = 4 a az; = 18. Urcete
¢len a; a diferenci d.

V aritmetické posloupnosti (a,)%2 ; je a; = —4 a diference d = 3.
Urcete soucet sqs.

V aritmetické posloupnosti (a,,)%2; je a3 = —1 a a7 = 1. Urcete
soucet Sig.

V aritmetické posloupnosti (a,,)52 ; je a3 =8 a sy = 77. Urcete
¢len a; a diferenci d.
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31.

32.

33.
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40.

41.
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43.
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V aritmetické posloupnosti (a,)5%; je a1 =3 a sg = 99. Urcete
diferenci d.

Urcete Clen as; v aritmetické posloupnosti, kde ¢len a3 = 5 a dife-
rence d = 3.

Urcete c¢len a3 v aritmetické posloupnosti, kde ¢len a9 = 25 a di-
ference d = 4.

Urcete diferenci d v aritmetické posloupnosti, kde ¢len as = 3
a ¢len ag = —15.

Urcete diferenci d v aritmetické posloupnosti, kde ¢len a; = 2
a soucet s, = 26.

oo

Urcete ¢len agp aritmetické posloupnosti (a,)5% ¢, v niz a3 = —3

a diference d = 3.

oo

Urcete ¢len ap aritmetické posloupnosti (a,)52 1, v niz agy = 34

a diference d = 2.

(0. ©]

Urcete Clen ag; aritmetické posloupnosti (a,,)5% {1, v niz a; = =5

a diference d = —2.

oo

Urcete ¢len az aritmetické posloupnosti (a,)22 1, v niz agy = 20

a diference d = 3.

Mezi ¢isla 2 a 6 je vlozeno jedenact cisel tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori trinact po sobé jdoucich ¢lenti aritmetické posloupnosti.
Urcete diferenci d, druhé z vlozenych c¢isel a soucet vsech trinacti
¢lent posloupnosti.

Mezi ¢isla —1 a 8 jsou vlozena tfi ¢isla tak, ze spolu s danymi cisly
tvori pét po sobé jdoucich c¢lent aritmetické posloupnosti. Urcete
prostiedni z vlozenych cisel.

Mezi ¢isla —3 a 12 je vlozeno pét ¢isel tak, Ze spolu s danymi cisly
tvori sedm po sobé€ jdoucich ¢lenii aritmetické posloupnosti. Urcete
druhé z vlozenych cisel.

Mezi ¢isla —1 a 13 jsou vlozena t7i ¢isla tak, ze spolu s danymi cisly
tvori pét po sobé jdoucich clent aritmetické posloupnosti. Urcete
soucet téchto péti cCisel.
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Mezi ¢isla 0,5 a 10,5 jsou vlozena ¢tyfti ¢isla tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori Sest po sobé jdoucich clenti aritmetické posloupnosti.
Urcete osmy clen této posloupnosti.

Mezi cisla —1 a 13 jsou vlozena tfi ¢isla tak, ze spolu s danymi Cisly
tvori pét po sobé jdoucich ¢lenti aritmetické posloupnosti. Urcete
soucet vlozenych cisel.

Mezi ¢isla 9 a 17 je vlozeno pét cisel tak, ze spolu s danymi cisly
tvori sedm po sobé jdoucich ¢lenii aritmetické posloupnosti. Urcete
prostiedni z vlozenych ¢isel.

Mezi ¢isla 7 a 17 jsou vlozena tfi ¢isla tak, ze spolu s danymi ¢isly
tvori pét po sobé jdoucich clenti aritmetické posloupnosti. Urcete
soucet vlozenych cisel.

Mezi cisla —2 a 28 jsou vlozena ctyrti cisla tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori Sest po sobé jdoucich clenti aritmetické posloupnosti.
Urcete druhé z vlozenych cisel.

Mezi ¢isla 6 a 30 je vlozeno pét cisel tak, ze spolu s danymi cisly
tvori sedm po sobé jdoucich ¢lenii aritmetické posloupnosti. Urcete
prostfedni z vlozenych c¢isel.

Mezi ¢isla 27 a 41 je vlozeno pét Cisel tak, ze spolu s danymi cisly
tvori sedm po sobé€ jdoucich ¢lenii aritmetické posloupnosti. Urcete
prostiedni z vlozenych c¢isel.

Mezi cisla % a 3 je vlozeno pét cisel tak, ze spolu s danymi ¢isly
tvori sedm po sobé jdoucich ¢lenti aritmetické posloupnosti. Urcete
prostiedni z vlozenych c¢isel.

Prirozena cisla délitelna ¢tyrmi tvori aritmetickou posloupnost.
Urcete soucet téchto ¢isel, ktera lezi mezi ¢isly 7 a 97.

Prirozena ¢isla délitelna sedmi tvori aritmetickou posloupnost. Ur-
cete prostiedni z téchto cCisel, ktera lezi mezi ¢isly 12 a 86.

Urcete soucet vSech sudych cisel, ktera lezi mezi ¢isly 3 a 37.
Urcete soucet vSech lichych cisel, ktera lezi mezi ¢isly 2 a 40.

Urcete soucet vsech cisel délitelnych tremi, ktera lezi mezi Cisly 2
a 38.
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V geometrické posloupnosti (a,)52; je a1 = 81 a kvocient ¢ = 2.
Urcete cleny a4 a as.

oo

V geometrické posloupnosti (a,)52 je az = 5 a a5 = 2. Urdete

kvocient q a ¢leny a1 a ag.

V geometrické posloupnosti (a,)5° ; je a1 = 2 a a5 = —10. Urcete
kvocient q.
V geometrické posloupnosti (a,,)52; je a1 = 3 a kvocient ¢ = 2.

Urcete soucet ss.

V geometrické posloupnosti (a,, )22 ; je a3 = —9 a kvocient ¢ = —3.
Urcete soucet sg.

V geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ = 2 a ¢lenem a3z = 12
urcete clen ag.

V geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ = 3 a ¢lenem ag = 486
urcete clen aj.

V geometrické posloupnosti je ¢len a5 = —8 a ¢len ag = 16. Urcete
¢len ai.
V geometrické posloupnosti je ¢len ay = —% a Clen as = 4. Urcete

kvocient této posloupnosti.

oo

Urcete kvocient geometrické posloupnosti (a, )32, v niz ag = —5

a ag = 40.

Urcete kvocient geometrické posloupnosti (a,)52;, v niz as =1
aas = —27.

Mezi ¢isla 2 a 128 je vlozeno pét cisel tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori sedm po sobé jdoucich ¢lenti geometrické posloupnosti.
Urcete prostredni z vlozenych cisel, soucet vlozenych cisel a soucet
vSech sedmi cisel.

Mezi ¢isla 3 a 96 jsou vlozena ctyrti ¢isla tak, ze spolu s danymi ¢isly
tvori Sest po sobé jdoucich c¢lenti geometrické posloupnosti.
Urcete soucet vlozenych cisel.

Mezi ¢isla —1 a —81 jsou vlozena tfi Cisla tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori pét po sobé jdoucich clenti geometrické posloupnosti.
Urcete prostfedni z vlozenych c¢isel.
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Mezi ¢isla 2 a —64 jsou vlozena ctyfti cisla tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori Sest po sobé jdoucich c¢lent geometrické posloupnosti.
Urcete soucet vlozenych cisel.

Mezi ¢isla —1 a 1 jsou vlozena ctyti Cisla tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori Sest po sobé jdoucich ¢lenti geometrické posloupnosti.
Urcete soucet téchto Sesti cisel.

Mezi ¢isla 4 a 108 jsou vlozena dvé ¢isla tak, ze spolu s danymi ¢isly
tvori ¢tyTi po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti. Urcete
soucet vlozenych cisel.

Mezi ¢isla 4 a 108 jsou vlozena dvé c¢isla tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori prvni ¢tyri cleny geometrické posloupnosti. Urcete paty
¢len této posloupnosti.

Mezi cisla 3 a 648 jsou vlozena dvé cisla tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori prvni ¢tyti ¢leny geometrické posloupnosti. Urcete treti
¢len této posloupnosti.

Mezi ¢isla 2 a 162 jsou vlozena tfi ¢isla tak, ze spolu s danymi ¢isly
tvori pét po sobé jdoucich ¢lenti geometrické posloupnosti. Urcete
prostiedni vlozené cislo.

Mezi cisla —25 a —9 je vlozeno pét cisel tak, ze spolu s danymi
¢isly tvori sedm po sobé jdoucich ¢lenti aritmetické posloupnosti.
Urcete prostfedni z vlozenych ¢isel.

Urcete, zda posloupnost (a,, )52 ; je shora omezend, zdola omezen4,
omezend a monotonni, kde

n+1 n
a) a, = , b) a, = ,
) an n ) an n+ 2
77
c) a, = cos <§>, d) a, =vn+1.
V aritmetické posloupnosti (a,)5%; je ¢len a; = —1 a diference

d = 2. Urcete Cleny ag a aig.

V geometrické posloupnosti (a,)52; jsou €leny az =3 a as = 3.
Urcete c¢len aq.
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Vysledky

1. 207 2. -1 3.

7. 113 8. —32 9

13. % 14. 6 15

19. 10 20. -9 21

25. a5 =10, aio =25

27. a1 = %’ d i—g

29. 516 = 28

31. d= 32. 59

35. 3 36. 84

39. -31

41. 1 42. 2 43.

47. 36 48. 10 49.

53. 49 54. 340 55.

57. as =24, as =16

59. Uloha nema feSeni.

60. s5 =93 61. 182

64. —1 65. —2

68. 16, 124, 254

70. -9 71. 20

74. 324 75. 108

78. a) omezena a klesajici;
c) omezena;

79. ag =13, a0 =17

80. a1 =9

—5 4. -1 5. 1 6. 21
. 84 10. %7 11. 3 12. 1097
. 8 16. —85 17. —26  18. —4
.27 22. 0 23. 2 24. —26

26. d =3, a;5 =41

28. s12 = 150

30. a1 =2, d=3

33. -3 34. -3
37. —4 38. —45
40. d = Cbgzg, S13 = H2

30 44. 145  45. 18 46. 13

18 50. 34 51. 7 52. 1196

399  56. 234

58. ¢=1, a1 =10, as =2
62. 96 63. 2
66. —2 67. —3
69. 90

72. 0 73. 48
76. 18 7. —17

b) omezena a rostouci;

d) zdola omezena a rostouci



Kapitola 6.
KOMPLEXNI CiSLA

Komplexnim ¢islem z nazveme vyraz tvaru z = x + yi, kde x a y jsou
realné ¢isla a i je ¢islo, pro které plati i2 = —1. Vyjadieni komplexniho
¢isla 2 = o + yi se nazyva algebraicky tvar. Cislo = se nazyva redind
¢dst a ¢islo y imagindrng ¢dst komplexniho éisla z. Cislo i se nazyva
imagindrni jednotka. Mnozinu vSech komplexnich ¢isel oznacujeme C.
Komplexni ¢isla tvaru z = x + 0i, = € R, ztotoznujeme s realnymi ¢isly
a v tomto smyslu je mnozina R podmnozinou C. Cisla tvaru z = 0 + i,
y € R, se nazyvaji ryze imagindrni a ¢isla tvaru z = x + yi, y # 0, kde
y € R, se nazyvaji tmagindrnsi.
Rovnost v mnoziné C definujeme vztahem
T1+Yl=To+ Yol < x1 =22 a Y1 = Yo.
Aritmetické operace v mnoziné C definujeme takto:
e Soucet
(1 4+ 911) + (22 +y2i) = (1 + 22) + (Y1 + y2)i.
e Rozdil
(1 +11i) — (w2 + y2i) = (21 — 22) + (Y1 — Y2)i.
Opacné cislo k ¢islu z = x+yi je ¢islo —x —yi a oznacuje se —z.
Jepak z+4(—2)=0 a 2z — 23 = 21 + (—22).
e Soucin
(1 +y1i) (22 + yoi) = (2172 — Y192) + (T1Y2 + T291)i.
T —yl
e plati, ze zz7! =
z? 4 y?
se nazyva prevracené cislo k ¢islu z.

Je-li 2 =x +yi#0, pak proéislo 27! =

1 1

=z z=1, az~

e Podil

21 _ T1T2 + y1y2 + (T2y1 — T1Y2)1
==zt = 5 (2 ) pro zo # 0.
29 T5 + Y5
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Pro scitani, odc¢itani, nasobeni a déleni plati stejné zakony jako pro
operace s realnymi ¢isly.

Cislo Z = x — yi se nazyva komplexné sdruzené ¢islo k &islu z = x + yi.
Plati:

= - - 21 Z1
(2)=2, z1+20=71+7%2, Z122 =Zz122 a — == .
z2 )

Gaussova rovina je rovina, jejiz body povazujeme za obrazy komplex-
nich c¢isel, viz obr 1.

Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z = x + yi definujeme vztahem

1z| = V2% + 2.

Poznamenejme, 7e |z|?> = 2Z a pro ¢&isla z = x + 0i je |z| = |z]. Déle je
2| =0 <= 2z =0.

Vsimnéme si, Ze absolutni hodnota |z| je vzdalenost obrazu ¢isla z od
pocatku, obraz Cisla Z je soumérné sdruzeny s obrazem cisla z podle
realné osy a obraz ¢isla —z je soumeérné sdruzeny s obrazem Ccisla z
podle pocatku. Viz obr. 1 a 2.

YA
z=x+1y A
S 4? y . .
| 2= +1y
| B
| |
1 1 > \
} O } T |Z| |
\
\ \ |
*~ e L } >
—z=—x— 1y Z=x—1y O X
Obr. 1 Obr. 2

Goniometricky tvar komplexniho c¢isla, argument. Kazdé komplexni ¢is-
lo z = x + yi # 0 v Gaussoveé roviné je urceno také svou vzdalenosti od
pocatku a velikosti ¢ orientovaného thlu, ktery svira privodi¢ bodu z
s kladnou poloosou z. Cislo z = = + yi lze zapsat jako

z = |z|](cos p +isinp).
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Uvedeny tvar komplexniho &isla se nazyva goniometricky tvar. Cislo ¢
se nazyva argument komplexniho ¢isla z. Argument komplexniho ¢is-
la neni jednoznac¢né urcen, hodnot velikosti ithlu, které maji popsanou
vlastnost, je nekoneéné mnoho a rozdil libovolnych dvou hodnot je ro-
ven celistvému nasobku cisla 2.

Argument komplexniho ¢isla z = x + iy # 0 urc¢ime jako feseni soustavy
rovnic
x : Y
cosp = —, singp = —.
2| k1
Nasobeni a delent cisel v goniometrickém tvaru se tidi pravidly, ktera
snadno odvodime z vlastnosti goniometrickych funkci. Plati:

|21](cos 1 +isin ¢1)|22|(cos o + isin py) =
= |z122(cos (@1 + @2) +isin(p1 + ¢2)),
|21](cos 1 +isinq) B

| 22](cos @2 + isin o)

z1

<2

(cos(p1 — pa) +isin(p1 — w2)).

Specilné pro z = |z|(cos ¢ + isin @) je:
2" = |z["(cosnp +isinny), n €N (Moivreova véta)
271 = |z| 7 (cos p —isin ).

Odmocnina komplexniho cisla. Je-li z € C, z # 0, pak existuje n riz-
nych hodnot n-t€ odmocniny {/z, ktera je definovana vztahem

Ve=w <= z=w", néeN.

Z Moivreovy véty snadno odvodime vyjadieni n-té odmocniny. Je-li
z = |z|(cos p + isin @), pak

2k 2k
Q/E:\"/\z]<cosu—|—isinu), k=0,1,...,n— 1.
n

n

Grafické zndzornéni odmocniny. Cisla tvaru z = cos +ising lez
v Gaussové roviné na jednotkové kruznici se stfedem v pocatku. Na-
zyvaji se komplexni jednotky. Odmocniny z nich jsou opét komplexni
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jednotky. Cisla {/1 tvoii vrcholy pravidelného n-thelnika vepsaného do
jednotkové kruznice, ktery ma jeden vrchol v bodé 1.

Resent kvadratické rovnice. Pro feSeni kvadratické rovnice
ar’ +br+c=0, a0,
s realnymi koeficienty v oboru realnych cisel jsme odvodili vzorec pro

jejl koreny. Je
—b £ Vb?% — 4ac
2a ’

pokud odmocnina v oboru realnych cisel existuje. Vzorec pro reseni
rovnice zlstava v platnosti i pro rovnice s komplexnimi koeficienty,
kde odmocninu pocitdme v komplexnim oboru. Pokud je diskriminant
D = b? — 4ac rovnice rizny od nuly, ma kvadratickd rovnice vzdy dvé
feSeni, v opac¢ném pripadé ma jeden dvojnasobny koren.

1,2 =

Specialné plati pro rovnici s readlnymi koeficienty:

—b++D

o Je-li D >0,pak ;9= a rovnice ma dva rizné realné

2a
koteny.
b
e Je-li D=0, pak == 5, @ rovnice ma jeden dvojnasobny koten.
a
—b+tiv—D
o Je-liD <0, pak z12 = 5 a rovnice ma dva imaginarni,
a

komplexné sdruzené koreny.

Vypocet druhé odmocniny. Hodnotu druhé odmocniny lze nalézt jako
feSeni dvou kvadratickych rovnic s redlnymi koeficienty a pfi vypoctu
pouzivame pouze druhou odmocninu z kladného realného ¢isla. Popisme
strucné algoritmus vypoctu.

Hodnota z = +/a +bi je feSenim rovnice z? =a+ bi. Oznacime-li
z = x + yi, pak ¢isla x a y jsou resenim soustavy rovnic

22—y =a,

2xy = b.

Viz priklad 16.
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RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. V algebraickém tvaru vyjadieme komplexni &islo

2= (=2+1i)+ (3+4i) — (7 + 5i).

Reseni. Je z = —2+i+3—4i—T+5i = (—2+3—7)+i(1—4+5) = —6-+2i.
> PRIKLAD 2. V algebraickém tvaru vyjadfeme komplexni ¢islo
z = (1+2i)(3 - 5i) + (1 —2i)%
Reseni. Je 2 =3+6i—5i—10i2+1—4i+4i> = (3+10+1—4) +
+i(6—5—4) =10 — 3i.
> PRIKLAD 3. V algebraickém tvaru vyjadfeme komplexni &slo
3+ 21

z = - .
1—21

Reseni. Po rozsifeni zlomku ¢&islem 1 + 2i dostaneme

 (3+20)(1+21) 342461442 —1+8i

(1 —2i)(1 + 2i) 1 — 4i2 5

> PRIKLAD 4. V algebraickém tvaru vyjadfeme komplexni éislo

4+ 21

(65— D)(—2+1).

z=3+1—

Reseni. Je

(44 20)(1 +1)

z=3+1i— - — 4+ (b—1i)(—2—1) =
(1 —1)(1+1) ( ) )
4+ 2i + 4i + 20
—3 i 11+ T 104254 =
—1

=3+1—-1-31—11-31= -9 — 5i.
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> PRIKLAD 5. V algebraickém tvaru vyjadfeme komplexné sdruzené &is-
lo k ¢islu

4 —2
=2 — 3i 2 — 51)(3i* + 2).
z 31+ 1+i+( 1)(3i* + 2)
Regeni. Je
. (4-2)(1-1) )
z=2-—31+ - — + (2 —-D51)(3+2) =
(1+1)(1—1) ( ) )
4 — 21 — 4i + 2i2
—2_3i+ 11 - 10— 251 =
—1i

=12—-281+1—-3i=13 — 31i.
Je tedy z =13 + 31i.

> PRIKLAD 6. Urceme absolutni hodnotu komplexniho ¢&isla
z = (14+1)%(3 — 4i).

Resend. Je z = (1 + 2i +i2)(3 — 4i) = 2i(3 — 4i) = 8 + 6i, tedy |2| =
— /64 + 36 = 10.

> PRIKLAD 7. Re$me rovnici (3 +1)(2z —i) =5 — Ti.

Reseni. Je (3+1)(22 —i)=5—-Ti < 62—-3i+22i—1?=5-Ti <
4 — 4i 2 — 4

. Tedy 2= .
6+2i )~

— 2(6+21)=4—-4i <= z= 3

> PRIKLAD 8. Resme rovnici (2 +1i)z = (3 —i)(zi + 5).
Reseni. Oznaéme z = z +iy. Pak
2+i)(z+iy) =B —-1)((z —iy)i+5H) <~
—= 2x+2y+ir—y=B—-i)(y+5+ir)
= 2r—y+ilr+2y) =3y+15+2+i8x —y—5) <=
— 2x—y=3y+1l5—zx ANax+2y=3x—y—5>.
Rovnice je ekvivalentni soustavé,
x — 4y =15,
2x — 3y =5,

kterda ma feseni x = —5, y = —5, tedy feSenim rovnice je z = —5 — 5i.



6. Komplexni c¢isla 123

> PRIKLAD 9. V goniometrickém tvaru vyjadfeme komplexni ¢islo

—5—1
e — .
2+ 31
Reseni. Je
—5 —1)(2 — 3i —10 — 3 — 21+ 15i
z:( i)( 1): 0—3—2i+ 51:—1—|—i,

(2 +31)(2 — 31) 13
tedy |z| = v/2. Odtud
—1+i=v2(cosp +isingp) = cosp = —%\/5 a sinp = %\/5,
tedy ¢ = %ﬂ' + 2km, k je celé. Tudiz

2 =12 [cos(37 + 2km) +isin(37 + 2km)] .

> PRIKLAD 10. V algebraickém tvaru vyjadieme komplexni &islo

z = (3 [cos(Em) + iSin(%ﬂ')})S :

Reseni. Podle Moivreovy véty je

z = 3% [cos(

= 3% [cos(27) +isin(4m)] = — %8 (1 + V3i),

o
>
2
+
@,
J=N
g
2
I

kdyz uvazime, ze 5—667r =427+ %77.

> PRIKLAD 11. V goniometrickém tvaru vyjadfeme feSeni rovnice

23 =4 — 4i.
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Resend. Je |4 —4i] =+/32 a pro argument ¢ plati: cosyp = %\/5,

sin p = ——\/_ Tedy ¢ = Zﬂ' a hodnoty odmocniny dostaneme z vy-

jadieni 4 —4i = v/32cos(Zm) + isin(I)]. Je pak

21 = V/32 [cos(i57) +isin(i57)]
2 = V/32 [cos(3m) +isin(Sr)],

z3 = V32 [cos(27) +isin(37))] .

—_
[\V)

> PRIKLAD 12. V goniometrickém tvaru vyjadfeme komplexni ¢islo

™) +isin(37)] .

N

z =3 [cos(gm) + 1sm(%7r)}2 -2 [cos(

Resent. Je

6 [COS(%W) —f—isin(%ﬂ)} : [cos( )—|—1sm(§ )] —
=6 [COS(%W + %7‘&') + isin(gw + 5#)} —
6 [cos(2m) +isin(2m)].

> PRIKLAD 13. V goniometrickém tvaru vyjadfeme komplexni ¢islo

5[cos(2m) + isin(3m)] |

ZZZ[COS( m) +isin(27 )}3

Reseni. Je
5[(:08( ) + 1sm(§ )] _
[cos(L2) + isin(L2m)]

2

= 5 [eos(3r — Lm) + isin (3 — 127)] =
5
2

[cos(i‘;’—;w) +1s1n(—— )] g [ (1—27'(') +isin(117r)] :

S|

> PRIKLAD 14. V komplexnim oboru fe$me kvadratickou rovnici:
a) 22+22+17=0, b) iz? + 2z —5i = 0.
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Reseni. K uréeni kofenti pouzijeme vzorce pro kotfeny kvadratické rov-
nice:
a) z12=32(—2£v22-4.1-17) = (-2 + /—64),

21 = —1+4i, zo =—-1—4i.

Rovnice ma dva imaginarni, komplexné sdruzené koteny z; a 2s.

I 1
21:2+i, 22:—2—|—i.

PRIKLAD 15. Provedme diskusi feSeni kvadratické rovnice vzhledem
k realnému parametru p:

a) 2+ (2p+8)z+p —6p=0, b) 22+ 2px+p*—4=0.

Reseni. Jde o kvadratickou rovnici s redlnymi koeficienty, kde pocet
a druh korenti ur¢ime pomoci znaménka diskriminantu.

a) D= (2p+8)%2—4-1-(p?>—6p) = 4p? + 32p + 64 — 4p? + 24p =
= 56p + 64 = 8(7p + 8).

D>0 < p> —% ... rovnice mé dva realné koreny,
D=0 << p= —% ... rovnice ma jeden dvojnasobny koren,
D<0 <= p< —% ... rovnice ma dva imaginarni kofreny.

b) D =4p? — 4(p? — 4) = 4.

Pro vSechny hodnoty parametru p € R je D = 4 > 0, rovnice méa
vzdy dva rizné realné koreny.

PRIKLAD 16. V algebraickém tvaru naleznéme feeni kvadratické rov-
nice:

a) 22 =5+ 12i, b) (z+2i)? =3 — 4i.

Reseni. Reseni ur¢ime pomoci algoritmu popsaného v zavéru titvodniho
odstavce.
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a)

6. Komplexni cisla

Ozna¢me z = x + iy, pak 22 = (22 — y?) +i2zy. Tedy 22 — 9> =5

a ry = 6. Dosadime za y = 6/ a dostaneme rovnici pro x?:

(?)* =522 =36 =0 <= 2°=9 nebo z°=—4.

Realné feseni mé pouze rovnice z2 =9, ato 1 =3 a x9 = —3.
Pak je y1 =2 a y2 = —2. Rovnice ma dvé feSeni 27 =3+ 2i
a 2o =—3—2i

Oznaéme z +2i = x + iy, tedy (z + 2i)? = 2% — y? +i2zy. Odtud
plyne, %e 22 —y? = 3 a 2y = —2. Dosadime za y = —2/x a dosta-
neme rovnici pro 2:

(z*)? =322 —4=0 <= 2° =4 nebo z*=—1.
Realné feseni ma rovnice 22 =4, a to 1 =2 a x5 = —2. Je tedy
y1 = —1 ays = 1. Rovnice ma dvé feseni 21 =2 —3ia 2o = —2 — 1.

NERESENE ULOHY

V tlohéach 1-23 vyjadrete dané komplexni ¢islo z v algebraickém tvaru.

1.

3.

11.

z=(-2+1)+ (3+4i) 2. z=(3-1)%(4 + 2i)
3 +2i 14 + 8i
z = ; 4. z = -
1—2i 2+ 4i
11T o L Lt
TT 19 SR
2 3 24 4i7
T4y SRR
—5 + 14i
11 + 7i
SR S S 12. 2= (1+1)2+2—1i
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1+ 2i
7T+ 4
2 —i
1+i°
1—2i

11 -7

1+ 3i

5+ 5i

13.,2:113;—1”1 14. 2= (1— 202+ (3-2)
15. 2=(1+i%)+B-i% - (2+7")(2+i3)

4 4 2i —_—
16. z=3+i— 1+ L (5-1)(—2+1)

—i
17. z = (1+ 2i)[cos(37) —isin(;m)]
18. z = [cos(3T) +isin(%7r)}3
19. z= (1+1i)[cos(3m) +isin(37)]
1 1
00. - — 2[cos(g7) + %SIH(ZW)]
1—1
21. z= (V2[cos(3m) + iSiD(iT()])AL
22. z =2[cos(im) +isin(zm)] - [cos(3m) + 1sm(§7r)}2
03 V2 [cos(37) + ISID(% )]
. [cos(37) + isin( )]3
X sk ok
24. Pro z =2 — 3i vypoctéte v algebraickém tvaru
1—1)z+ (3+1)z — (4+2i).
25. Zapiste v algebraickém tvaru ¢islo z71, je-li z =
26. Zapiste v algebraickém tvaru éislo 271, je-li z =
27. Zapiste v algebraickém tvaru ¢islo 271, je-li z =
28. Zapiste v algebraickém tvaru cislo é yje-li 2 =241
Z
29. Urcete algebraicky tvar komplexniho ¢isla z, je-li
24 (3i—1)* =24 3i.

30. Urcete algebraicky tvar komplexniho ¢isla z, je-li

1_

5 +2z=0.
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31. Reste rovnici (1 —1i)(3 —iz) =4+ 3i s nezndmou 2.

32. Reste rovnici 5iz = (4 —i)(z + 2i) s nezndmou z.

33. V algebraickém tvaru vyjadrete feseni kvadratické rovnice:

a) 22 = -8 — 6i,

b) 2% = —45 + 28i.

V tlohach 34-42 vyjadrete v algebraickém tvaru komplexné sdruzené

¢islo Z k danému ¢islu z.

7T+ 4i
3—2i

34. z =
36. z=(2—1)2+1+2i
38. z=(2+9i)>+ 7 — 6i

40. z = (1+ 2i)(5 — 3i) — 5 + 2i

11 -7

42. =2+ 31
z + o1+ 5130

43. Urcete imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z =5

35. z = (1+2i)(3+2i)

_5 4+ 14i
37, ;=>4
T T3
11— 7
39. » =
S Y
1+i
41. z =
ST
k ok

1+1
2—1i

44. Urcete realnou ¢ast komplexniho ¢isla z, je-li 2z = (14 2i)%(3 —1i).

V 1lohach 45-55 urcete absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z.

7T—4
1-21

45. z =

47. z = (3—2i)2 — (2 + 10i)

11—7
49. - —
SR T
11 — 7
51. 2= L

5+ 3i

46. z = 6+ 10i + (2 — 3i)?

48. z = (3+2i)(—1 — 4i) — 2+ 10
i

50. 2 —
T 1+

52. z = 2[cos(3m) + isin(g)]



53
55

.z = (1+2i)(5 - 3i)
. 2= (341)(1 - 2i) + 20i

6. Komplexni cisla

54

X %k %
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Cz=(2-1)2+3—4i

V tlohach 56-74 vyjadiete dané komplexni ¢islo z v goniometrickém

tvaru.
56. z=3+1i+ (1—2i)> 57. 2= (2—30)2(—1+2i) — 28— 3i
58. 2 =6i— 4+ (3—1) 59. z = (20 — 3)2 — 6 + 13
14t —14—2i
60. z = 2i 61, z= ——
R T T34
7 i 6 + 15i
62. - 63. =
T 43 “T 52
3—1i 3+1
64. - 65. =
T It ST
1_— :10 .
66. z — 1. 67. 2 — - 3
1+1° 2+1i
241 -2+ 4
68. z— - 69. z— 2
3—1 3—1
70. z =2[cos(im) + isim(%wﬂ3 - 3[cos(3m) +isin(2m)]
5[cos(3m) +isin(2
7. -l <4117T) . (411”)}
2[cos(5m) + isin(57)]
72. z =3i[cos(im) + isin(%ﬁ)]3
73. 2z =2[cos(im) +isin(inm)] - 3[cos(37) + isin(37)]
74. z=2[cos(37) +isin(z7m)] - (3[cos(37) + isin(%w)})z
* % ¥
75. V goniometrickém tvaru vyjadiete feseni rovnice

1

2% = 2[cos(gm

L

) +isin(z

)]
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76. V goniometrickém tvaru vyjadrete reSeni rovnice
2% = 27[cos(27) +isin(37)].
77. Reste kvadratické rovnice:

a) 22+ 2iz+8=0,
c) 22 —4iz—20=0,

b) 22— (4+6i)z+ 11+ 12i = 0,
d) 22-22+10=0.

Provedte diskusi feSeni kvadratické rovnice vzhledem k reilnému
parametru p:

a) 22 +2(p+ 1)z +2(p+5) =0,
b) 4x? — 6px + 2p? — 4p — 15 =0,
c) 22 +2(p+4)r+p?+6p=0,
d) pz?> +2(p—1)x+p—5=0.

78.

Vysledky

1. 1—3i 2. 44— 8i 3. I(—1+38i) 4. 3 —2i

5. 5+ 3i 6. i 7. 1+1i 8. 1—2i

9. 5— 5i 10. 4+ 6i 11. 3 +i 12. 2 +i

13. 1+i 14. —2i 15. —64 13i 16. —9 — 5i
17. 2v2+ 1v2i 18. —1v2+1V2i19. V2i 20. V2i

21. —4 22. —1—+3i 23. —1+i 24. —2+4i
25. 3 —2i 26. : + 2i 27. 54 3i 28. 2 +2i
29. 10+ 9i 30. — ¢+ i 31. —I+3i 32. £ (10 — 11i)
33.a) z1=1-3i, 22=—143i; b) 21=2+7Ti, 20=-2-Ti

34. 1—2i 35. 7 —4i 36. 4+ 2i 37. 1—4i

38. —70—-30i 39. 5—3i 40. 6 — 9i 41. —1(1+ 3i)
42. 3—i 43. 3 44. -5 45. /13

46. /5 47. V13 48. 5 49. /34



50.

54.
56.

58.
60.

62.
64.

66.

68.
70.
72.
74.

75.

76.

7.

78.

6. Komplexni cisla

V2 51. 2v/2 52. 2 53. V170
10 55. 5v/2

3[cos(27) +isin(3 )] 57. V2[cos(%im) +isin(Z)]
4(cos 0 +isin0) 59. V2 [cos(37) +isin(3)]
2[cos T + isin 7] 61. 2v/2[cos(27) + isin(2m)]
V3 [cos(1m) + isin(r) 63. 3[cos(1m) + isin(3r)
cos(2m) +isin(2n) 65. cos(3m) +isin(37)
VE[cos(3) + isin({m)] 67. V2 [cos(3) +isin(2)]
LV2lcos(im) +isin(Am)] 69, v2[cos(3) +isin(im)]
6lcos( L) + isin(1m) 71 3lcos(m) + isin(F)

3[cos(2m) + isin(3m)] 73. 6]cos(

18[cos(5) + isin(5m)]

z1 = V/2[cos(2m) +isin
= V2 [cos( ) + isin

z1 = 3[cos(37

) +isin(37)]

@I\I CDI»—l
\_/

72 = 3[cos(Sm 5
= 3[cos(5m) + isin(it7)]

z3 = 9
a) z1 = 2i, 22 = —4i; b) z1 =247, 220 =2—1i;
c)z1=4+42i, z0=—4+4+2i; d)z=14+3i, 22=1-3i.
a)p € (—o0o,—3) U (3,00) ... dva readlné koreny,
p € {—3,3} ... jeden dvojnasobny kotfen,
(—3,3) ... dva imaginarni kofeny;
b) p € (—o0,—10) U (—6,00) ... dva realné koteny,
p € {—6,—10} ... jeden dvojnésobny koten,
(=10, —6) ... dva imaginarni kofeny;
c) p € (—8,00) ... dva realné koteny,
p = —8 ... jeden dvojnasobny koten,
p € (—o0, —8) ... dva imaginarni kofeny;
d) p=0 ... rovnice neni kvadratick, je pouze linearni

a ma jeden realny koten,
p € (—35,0)U(0,00) ... dva realné kofeny,
p= —% ... jeden dvojnasobny koren,

p € (o0, —3) ... dva imaginarni kofeny.
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Kapitola 7.
GEOMETRIE V ROVINE

Zobrazeni roviny na sebe se nazyva shodné zobrazeni (také jenom shod-
nost), jestlize zachovava vzdalenost bodt, tj. vzdélenost libovolnych
dvou bodu A, B je rovna vzdélenosti jejich obrazu A’, B’.

— Osovd soumernost O, s osou o je shodné zobrazeni, které kazdé-
mu bodu A € o pfifadi bod A’ = A a kazdému bodu X ¢ o pfiradi
bod X' tak, ze pfimka X X’ je kolmé k pfimce o a stfed tsecky X X’
lezi na ose o.

— Stredovd soumeérnost Sg se sttedem S je shodné zobrazeni, které
bodu S prifadi bod S a kazdému bodu X # S piifadi bod X’ tak,
ze bod S je stiedem tusecky X X'.

— Posunuti T op neboli translace o vektor B — A je shodné zobrazeni,
které kazdému bodu X prifadi bod X’ tak, Ze orientované usecky
AB a X X' jsou shodné, rovnobézné a stejné orientované.

— Otoceni Rg , neboli rotace kolem stfedu S o orientovany uhel ¢ je
shodné zobrazeni, které bodu S pritadi bod S a kazdému bodu X # S
prifadi bod X’ tak, ze |X'S| =|XS| a orientovany tthel X.SX’ méa
velikost .

Podobné zobrazent neboli podobnost s koeficientem podobnosti £ > 0 je
zobrazeni, ve kterém pro kazdé dva body X, Y plati | X'Y'| =k - | XY,
kde X', Y’ jsou obrazy bodi X, Y.

— Stegnolehlost Hg , mneboli homotetie se stfedem S a koeficientem
k € R, k # 0, je zobrazeni, které bodu S prifadi bod S a kazdému
bodu X # S prifadi bod X' tak, ze |SX'| = |k| - |SX]| a pro k > 0 je
polopiimka SX totoznd s polopfimkou SX’, pro x < 0 je polopfimka
SX opacné k polopfimce SX'.
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V kazdém pravouhlém trojuhelniku plati:

Pythagorova véta

a? 4+ b? = ¢?

b2 a
b a
C
C2
Euklidova véta o vysce Euklidova véta o odvésné
CaCh = V2 ccq = a®
ve
b a
v
c , CL2
/] a
Cp Cq
CQ * Cb
C: Cq Cq

Sinova véta pro trojuhelnik ABC"

sina  sinf  sinvy

a b &

Kosinova véta pro trojuhelnik ABC"

a’? = b2+ ¢® — 2bccos a
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Obvod o a obsah S nékterych rovinnych obrazcu

Pismeny a, b, c, ..., a, 3, 7, ... oznac¢ujeme délky stran a velikosti thl,
ale i samotné strany a tuhly.

— Trojuhelnik:
o=a+b+c
S:%a-va— =b-vp = cvc
1 - 1
a S =3a-bsiny=za-csinf=
= 1b csin
B S =/s(s—a)(s—b)(s—c),
b kde s = 2(a+b+c)
— Obdélnik:
D C
, o=2(a+0)
S =ab
A a B
— Kosodélnik:

o=2(a+0)
/ Va >)/ S:a.va:b.vb
i

A a B
— Lichobéznik
D c C
o=a+b+c+d
4 ’ b S=1(a+c) v
a
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— Deltoid:

»n o
I

= DN
3

s

— Délka kruznicového oblouku o stfedovém
thlu « (ve stupriové mife):
B o
0= —Tr

180
P
— Obsah kruhové vysece o sttedovém thlu «
A (ve stupriové mifte):
@ 2

S:%TFT

Velikost stfedového thlu ASB je rovna dvojnasobku velikosti obvo-

dového tthlu AV B prislusného ke stejnému kruznicovému oblouku
AB.

Velikost tisekového tthlu ABP je rovna velikosti obvodového thlu
AV B.

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Body A, B lezi v jedné poloroviné s hrani¢ni piimkou p.
Na pfimce p najdéme bod C' tak, aby soucet jeho vzdalenosti od bodu
A, B byl nejmensi.
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Resend. Jestlize oba body lezi na hrani¢ni piimce p, je hledany bod C
libovolnym bodem tsecky AB.

Jestlize pravé jeden z bod A, B je na hrani¢ni pfimce p, potom je
hledanym bodem C'.

Necht Zadny z bodui A, B nelezi na pfimce p. V osové soumérnos-
ti S, (s osou p) bodu A odpovidd bod A" a bodu C zase bod C.
Protoze |AC|=|A'C|, je také |BC|+ |CA|=|BC|+ |CA’|. Sou-
¢et |BC|+ |CA’| bude nejmensi, jestlize body B, C, A’ budou na
jedné primce.

A

A

A/

Konstrukce: K bodu A ur¢ime bod A’ v osové soumérnosti S,. Bod C
je prusecikem piimek p a A’B.

> PRIKLAD 2. Je dén ostry tthel AVB, |AV|> |BV|. Na rameni VB
najdéme bod M tak, aby platilo: |[MV|—|MA| = |VB].

Resend.

Pro vzdalenost bodu M od vrcholu V podle dané podminky musi platit
\MV| =|VB|+ |[MA| = |VB| + |[MB|. Hledany bod M lezi na ose o
soumeérnosti usecky AB, je tedy prisecikem osy o s primkou V B.

> PRIKLAD 3. Na piimce p najdéme body, z kterych je kruznice k(S;r)
vidét pod thlem «q.
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Reseni. Vsechny body, ze kterych je kruznice k vidét pod tthlem «, lezi
na kruznici h soustfedné s kruznici k. Ramena thlu o jsou te¢nami
kruznice k. Jeho vrchol oznac¢ime V. Pro urceni kruznice h staci jeden
takovy bod V. Hledané body P, () potom budou priseciky primky p
s kruznici h.

Konstrukce: Zvolime libovolnou tec¢nu ¢ kruznice k£ jako jedno rame-
no thlu «. Druhé rameno ¢’ Ghlu o posuneme po pifimce t tak, aby
bylo tecnou kruznice k. Vrchol V' 1hlu « oto¢ime kolem stiedu S na
primku p.

Jiné feseni je zfejmé z obrazku. V deltoidu STVT’ mé thel pfi vrcho-
lu S velikost ™ — a.

> PRIKLAD 4. DokaZme, Ze obsah pravothlého trojuhelniku ABC je
roven soucinu useki, na které preponu AB rozdéli bod dotyku kruznice
trojuhelniku ABC vepsané.

Reseni. Oznacéime-li m, n tseky na pfeponé AB a r polomér kruzni-
ce trojuhelniku ABC vepsané, potom |AB|=m+mn, |AC|=1r+m,
|BC| = r +n. Podle Pythagorovy véty je

(m4+n)? = (r+m)?+ (r +n)?

a po upravé mn =12+ r(m +n).
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Obsah trojihelniku ABC' je potom
S=1(r+m)(r+n)=31(mn+r>+r(m+n)) =mn.
> PRIKLAD 5. Do é&tverce ABCD o strané a je vepsin rovnostranny

trojuhelnik FFC tak, aby E € AB, F € AD. Urceme pomér stran
¢tverce a trojuhelniku.

Resend.

A E B
Oznacme x stranu trojuhelniku EFF'C. Protoze ptimka AC je osou stra-

ny EF, jsou pravoihlé rovnoramenné trojuhelniky AES, AF'S shodné.
Jejich odvésny maji velikost %w Pro vysku C'S trojihelniku FF'C plati

V3 x
—r=av2— —.
2 2

Odtud vypocitame

22
xXr = a.
V341

Hledany pomér stran ¢tverce a trojuhelniku tedy je

a:z=(V34+1):2V2.

NERESENE ULOHY

1. Je dana tsecka AB a prfimka p. Na pifimce p urcete bod C' tak,
aby trojuhelnik ABC mél minimélni obvod.

2. Je dan ostry thel AVB, |AV|> |BV|. Na rameni VA urcete
bod N tak, aby platilo: |BN|+ |[VN| = |AV].
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. Je dana kruznice k(O;r) a bod M # O. Ur€ete mnozinu stiedt

vSech tétiv kruznice k, které lezi na primkéach prochéazejicich bo-
dem M. Provedte diskusi feSeni vzhledem ke vzajemné poloze bo-
du M a kruznice k.

. Vné pasu urceného rovnobézkami a, b jsou dany dva riazné body

M, N (oddélené pasem). Sestrojte lomenou ¢aru MABN nejmensi
délky takovou, ze A€a, Beb, AB 1 a.

. Uhly pti zékladné AB rovnoramenného trojuhelniku ABC ma-

ji velikost 30°. Priiseciky os ramen AC' a BC' se zékladnou AB
oznacime M, N. Urcete vnitini thly v trojihelniku M NC'

. Uhly pii zédkladné AB rovnoramenného trojihelniku ABC maji

velikost av. K bodu A je sestrojen bod A’ stfedové soumérny podle
bodu C'. Uréete velikost tthlu ABA’.

. Tétiva AB a stfed S kruznice k urcuji rovnoramenny trojuhelnik.

Na polopiimce opacné k polopfimce BA je sestrojen bod C' tak,
aby platilo |BS|=|BC|. Polopfimka opacna k polopiimce SC
protne kruznici k& v bodé C’. Urlete pomér velikosti ahla ACS,
ASC'.

v/

. Osy vnitinich, resp. vnéjsich thla (vnéjsi thel je uhel vedlejsi

k dhlu vnitfnimu) rovnobézniku M N PQ se bud protinaji v je-
diném bodé, nebo urcuji ¢tyrtahelnik. Jaky musi byt rovnobéznik
M N PQ), aby tyto osy urcovaly bod, ¢tverec, obdélnik?

. Urcete vSechny body M, ze kterych tecny sestrojené ke dvéma

nesoustfednym kruznicim ki(O1;71), k2(Os2;72) maji délku d
(d=|MT)|, kde T je bod dotyku te¢ny s kruznici).

Je dana kruZnice k a na ni tii body A, B, C. Je-li A’B’ jeji libo-
volné tétiva rovnobézna s AB a B'C’ jeji tétiva rovnobézné s BC,
potom tétiva AC’ je rovnobézna s tétivou A’C. Dokazte!

V rovnoramenném lichobézniku ABCD je dan thel a = 60° (pri
zakladné), ramena ¢ a stfedni pricka d. Urcéete obé zdkladny a, b
a uhlopricku u.

Nad useckou AB je sestrojena pilkruznice k a té je opsan obdél-
nik ABCD. Urcete pomér usecek, které na uhlopricce AC urcuje
prusecik M s pulkruznici k.
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Do ¢tvrtkruhu o stfedu S a poloméru r je vepsan kruh o stiedu O
a poloméru p. Urcete pomér obsahii ¢tvrtkruhu a kruhu.

Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano v,, t, a vite-li, ze a = 2b.
Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddno a + b, ¢, «.
Je dan lichobéznik ABCD. Stted E ramene BC' s protéjsim rame-

nem AD urcuji trojuhelnik ADFE. Urcete pomér obsahi lichobéz-
niku a trojuhelniku ADE.

Do pravotuhlého rovnoramenného trojuhelniku ABC' s pfeponou c
je vepsan ctverec M N P(Q) tak, ze jeho strana M N je na preponé
a zbyvajici vrcholy P, @ lezi na odvésnach. Urcete obsah ¢tverce
MN PQ.

Dva rovnostranné trojuhelniky si odpovidaji v otoceni o stredu

pomoci polomeéru r kruznice trojihelnikiim opsané.

Usecka AB je rozdélena na n dilt o velikostech 21, 2rg, ..., 2r,.
Nad kazdym dilkem je sestrojena ptlilkruznice. Urcete soucet délek
vSech sestrojenych ptlkruznic.

Dokazte, ze v trojuhelniku ABC plati: |CD|:|DB|=1b:¢c, kde
D je prusecik osy uhlu a se stranou BC.

Do thlu velikosti 60° jsou vepsany dva dotykajici se kruhy. Vzda-
lenost stfedu mensiho kruhu od vrcholu thlu je 5j5. Urcete pomér
obsahi obou kruh.

V trojuhelniku ABC urcete velikost thlu v, jestlize plati
v = g(a+p).

Pomoci stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC urcete obvod o' troju-
helniku A’B’C, kde A’'B’ || AB je pficka v trojuhelniku ABC
prochazejici stfedem S kruznice do trojuhelniku ABC' vepsané.

Tétiva kruznice o poloméru r, které odpovidaji obvodové uhly ve-
likosti 60°, déli kruh na dvé tsece. Urcete soucet obsahii kruht,
které jsou vepsany do téchto usedci.

Na preponé AB pravouhlého trojuhelniku ABC' jsou dany body
M, N tak, ze |AM|=|AC|, |BN|=|BC|. Urcete velikost uhlu
MCN.
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Je dan c¢tytthelnik ABCD thly |¥DAB|=a a |<ABC|=p0
a stranami |BC| = |CD| = |AD| = a. Dokazte, ze plati
sin @ = sin 3 + sin~y,

kde v je odchylka primek AB a CD.

Urcete vnitini thly rovnoramenného trojuhelniku ABC o zékladné
AB, ktery osa uhlu pfi zadkladné AB déli na dva rovnoramenné
trojuhelniky.

V rovnoramenném trojuhelniku ABC mé thel pri zédkladné AB
velikost 3v. Pricky AM, AN, které déli ihel C AB na tfi shodné
uhly, rozdéli trojihelnik na t¥i trojuhelniky. Pomoci uhlu v vyja-
dfete vnitini thly vsech tti trojihelnikii.

V trojuhelniku ABC, ve kterém je téznice t. rovna poloviné stra-
ny c, urcete thel 7.

V pravouhlém trojuhelniku ABC' ozna¢me D prisecik vysky z vr-
cholu C' s pfeponou AB a E prusecik osy uhlu DCB s preponou.
Pomoci thlu a vyjadfete vnitini tthly trojuhelniku FAC.

Body dotyku kruznice trojuhelniku ABC' vepsané urcuji trojuhel-
nik A’B’C’. Pomoci uhli «, 8 a v vyjadiete vnitini thly trojuhel-
niku A'B'C".

Je dan pravouhly trojuhelnik ABC'. Sestrojte kruznici se stfedem
na jeho preponé AB, ktera prochazi bodem B a dotyka se primky
AC.

V ptlkruznici nad primérem AB je dana tétiva AC' a v bodé C'
tecna c tak, ze |AC|=|CD|, D= ABnNec. Urcete velikost thlu
CAB.

Bod M je spoleécnym bodem tecen kruznice k& v koncovych bodech
jeji tétivy TT'. Vyjadrete thel TMT’ pomoci stfedovych thla w
a w' prislusnych k tétive TT".
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Tecna kruznice v bodé C protiné jeji primér AB v bodé D (viz
obrazek). Patu kolmice z bodu C' na primér AB ozna¢me E. Do-
kazte, ze primka BC' je osou tuhlu DCE a primka AC' je osou thlu
vedlejsiho k thlu DCFE.

Zvétsime-li kazdou stranu obdélniku o 3 cm, zvétsi se jeho tihlo-
pficka o 4cm a obsah o 60 cm?. Urcete rozméry obdélniku.

V kruznici k(S,7j) jsou dany dvé kolmé tétivy |AB|= 67,
|C'D| = 10j. Urcete velikost tsecky SP, kde P je prisecik primek
AB a CD.

Jakou podminku musi splnovat strana b ¢tverce EFGH, ktery je
vepsan do ¢tverce ABCD o strané a tak, ze kazdy jeho vrchol lezi
pravé na jedné strané ¢tverce ABC'D?

Urcete stranu b rovnostranného trojuhelniku DEF', ktery je ve-
psan do rovnostranného trojihelniku ABC' o strané a tak, ze jeho
obsah je roven poloviné obsahu trojihelniku ABC.

Protéjsi vrcholy A, C' ¢tverce ABCD o strané a jsou stfedy kruz-
nicovych obloukti, které prochéazeji vrcholy B, D. Urcete obsah
priniku ¢tvrtkruhit urcenych témito oblouky.

Ve ¢tverci ABCD pricka AFE, kde E je stfed strany C'D, protina
uhlopricku BD v bodé F. Urcete pomér usecek FF a AF.

Dokazte, ze v kazdém rovnoramenném trojuhelniku ABC' soucet
vzdalenosti libovolného bodu L zakladny AB od obou jeho ramen
je konstantni.

V lichobézniku ABCD, ve kterém jsou zakladny v poméru 1 : 2,
uhlopricky deéli stfedni pricku na tii asecky. Urcete pomér téchto
usecek.

Body, které déli strany rovnostranného trojihelniku vzdy na tti

stejné usecky, jsou vrcholy pravidelného Sestitthelniku. Jestlize je
strana trojuhelniku a, urcete obsah S Sestitithelniku.
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Obsah S ¢tverce, jehoz strany lezi na thloprickach AD, BG, CF,
E H pravidelného osmithelniku ABCDEFGH, vyjadiete pomoci
poloméru r kruznice osmithelniku opsané.

Trojuhelnik C'EF, ktery je vepsan do ¢tverce ABCD o strané a
tak, ze bod E je stied strany AB a bod F' je na strané C'D, méa
obsah § = %az. Urcete velikost tusecky C'F'.

Do rovnoramenného pravouhlého trojuihelniku ABC o pfeponé c
je vepsan ¢tverec CDEF se stranami na odvésnach trojihelniku.
Urcete velikost strany a vepsaného ctverce.

Body A’, B, C’, které lezi v jedné tietiné od vrcholi A, B, C na
stranach AB, BC, C'A rovnostranného trojuhelniku ABC', urcuji
rovnostranny trojuhelnik. Urcete pomér obsahti trojihelniktt ABC

a A'B'C'.

Urcete obsah rovnoramenného trojuhelniku ABC, ktery je vepsan
do kruznice k(S;r) tak, ze zdkladna AB je tétiva pfislusna stie-
dovému thlu 90°.

Urcete thel a v trojuhelniku ABC, plati-li pro jeho strany
a) a®="b%+ c?+ be, b) a? =b% + c? — be.

Jsou dény tii rtizné primky m, n, p se spolecnym bodem 7. Na
primce p je dan bod P, P # T. Sestrojte trojuhelnik M N P takovy,
aby na primkach m, n, p lezely jeho téznice.

V trojuhelniku ABC sestrojte pticku A'B’, A’B’ || AB a |A’B’| =
= |AA’|. Jeji velikost vyjadiete pomoci stran trojuhelniku ABC.

Je dédna kruznice k(O;r), pfimka p a bod A. Sestrojte ¢tverec
ABCD s vrcholem B na kruznici k£ a vrcholem D na pfimce p.

Zvolte tii rizné body A, B, C, které nelezi v jedné primce. Existuji
tri rizné primky takové, ze kazda z nich je od vsech tifi bodu
stejné vzdalena. Sestrojte tyto primky. Oznacte M, N, P pruseciky
sestrojenych primek se stranami trojihelniku ABC a vypoctéte
pomeér obsahti trojuhelnikit ABC a MNP.

V rovnoramenném trojuhelniku ABC o dané zakladné AB urcete
velikost ramen, jestlize plati a + v. = 2c.
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Urcete pomér usecek, na které zakladnu rovnoramenného troji-
helniku ABC' déli kolmice prochéazejici stftedem S ramene na tuto
zakladnu.

Do kosoctverce ABC'D vepiste ¢tverec M N PQ) tak, aby vzdy je-
den jeho vrchol lezel na jedné strané kosoctverce. Jestlize e, f jsou
uhlopricky kosoctverce, vypocitejte pomér obsahti ¢tverce a koso-
Ctverce.

Ve ¢tverci ABC'D o strané a pricka AF, kde F je stied strany C'D,
protina uhlopricku BD v bodé F'. Urcete velikost tisecky EF'.

Urcete pomér obsahu pravidelného Sestitthelniku kruznici k(.S;r)
opsaného a obsahu pravidelného Sestitthelniku kruznici k vepsa-
ného.

Urcete stranu b pravidelného osmithelniku, ktery je vepsan do
¢tverce o strané a tak, ze ¢tyri jeho strany lezi na stranach ctverce.

VySetfete mnozinu stfedu tétiv kruznice k(O;r), které prochazeji
jejim vnitinim bodem M # O.

Vypoctéte obsah ctverce, ktery je vepsan do pravoiithlého rovnora-
menného trojuhelniku ABC' s pfeponou c tak, ze jedna jeho strana
je na preponé a zbyvajici dva vrcholy na odvésnach.

Vysledky
1. Reste podle piikladu 1. 2. Reste podle piikladu 2.
3. Hledani mnozina M je kruznice nebo kruznicovy oblouk. Je-li |[MO| <

< r, je M kruznice nad pramérem OM. Je-li |MO| = r, je M kruznice
nad pramérem OM bez bodu M. Je-li |[MO| > r, je M oblouk kruznice
nad primérem OM, ktery lezi uvnitt kruhu s hraniéni kruznici k. (Viz
obr. 1.)

k 5

Obr. 1 Obr. 2
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. V posunuti Tp_4 je obrazem pfimky a pfimka b, bodu A bod B a bo-

du M bod M’. Bod B je tedy priise¢ikem piimky M’'N s pfimkou b.
(Viz obr. 2.)

. Trojuhelnik M NC' je rovnostranny, vSechny thly maji velikost 60°. (Viz

obr. 3.)

C
A M N

A/

C
o
A

B Obr. 3 B Obr. 4

6. | XABA’| =90°. (Viz obr. 4.)
7. Oznacime-li v = |[¥BCS|, je |[XABS| = 2v a |[XASC’| = 3. Hledany

10.

pomér je 1:3. (Viz obr. 5.)
k

a ey
ALVe
AN__B  C Obe5 M/\/N

Osy vnitfnich hld ¢tverce a kosoctverce se protinaji v jediném bodé.
Osy vnéjsich ahla ¢tverce, osy vnitinich a vnéjsich thli obdélniku urcuji
Ctverec. Osy vnitinich i vnéjSich Uhli ostatnich rovnobéznikt urcuji

obdélnik. (Viz obr. 6.)

Obr. 6

. Mnozina vSech bodid M v roviné, ze ktf,rych teCny sestrojené ke kruzni-

ci k1 maji délku d, je kruznice k1(O1; r? 4 d?). Analogicky pro kruz-
nici k2. Uloha m4 2, 1, 0 feseni. (Viz obr. 7.)

5

k) >J\{’

Obr. 8

Protoze |X ABC| = |3 A'B'C’|, je |AC| = |A'C'], tedy i |AC| = |A'C"]
a ¢tytthelnik AC'C A’ je rovnoramenny lichobéznik se zdkladnami AC”,
A'C. (Viz obr. 8.)
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a=3i(c+2d), b=1(2d—c), u=2c"+d*> (Viz obr. 9.)

D C

1
2

é\ju
Q
/Q

=

A B Obr.9 g4y B Obr. 10
1:4 (Viz obr. 10.) 13. 4: (34 2v2) (Viz obr. 11.)
A
r @) b y
"
g Obr. 11 c P S 3 B Obr 12
V pravouhlém trojuhelniku ASP znadme pieponu t, = |AS| a odvésnu

ve = |AP|. Vrchol C je prusecikem osy téznice AS a ptimky BS. (Viz
obr. 12.)

B D C

¢ a F ‘E

«
A b C a (¢ Obr.13 A B Obr. 14

V trojtuhelniku ABC' zndme dvé strany |AB| = ¢, |AC’'| = a + b a thel
jimi sevieny. Vrchol C je priuiseéikem osy strany BC’ se stranou AC'.

(Viz obr. 13.)

Stredni pricka EF' lichobézniku rozdéli trojuhelnik ADFE na dva troju-
helniky AEF a DEF, které maji spolecnou stranu EF' a stejnou vys-
ku rovnou poloviné vysky lichobézniku. Pomér obsahu je 2 : 1. (Viz
obr. 14.)

C

i JAVANRN
DAV

A M N B Obr. 15 Obr. 16

2 ¢® (Viz obr. 15.) 18. V3r* (Viz obr. 16.)
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19. n(ri+7r2+...+1n) = 7|AB|

20. Pro trojuhelniky ABD a ACD pouzijte sinovou vétu.

Obr. 17 4 B Obr. 18
21. 1:9 (Viz obr. 17.)
22. v =60° 23. o' =a+b (Viz obr. 18.)
Obr. 19 M B Obr. 20
24. 27r? (Viz obr. 19.) 25. |[XMCN|=45° (Viz obr. 20.)

27. a=0=2r, y=1in (Viz obr. 21.)

/Q 2

A Obr. 21 A Obr. 22

28. NACN: ~,~,5y; ANANM: ~, 2v,4y; AAMB: 7, 3v, 37,
kde v = im. (Viz obr. 22.)

29. v =90°
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|XAEC| = |{ECA| = 2(m — ) (Viz obr. 23.)

A D E B A C’ B
Obr. 23 Obr. 24

o =5(8+7), B =35(a+), v =3(a+p) (Vizobr. 24)

Tecna t kruznice v bodé B je kolma na preponu AB. Stfed kruznice je
prisec¢ikem osy odchylky pfimek ¢t a AC' s pfeponou AB. (Viz obr. 25.)

C A Obr.25 4 ! B p> Obr. 26

|XCAB| = zm (Viz obr. 26.)

1
6

| XTMT'| = 3|w’ —w| (Viz obr. 27.)

Obr. 27 Obr. 28

S ECD je tisekovy k obvodovému thlu 2, < DCB je tisekovy k obvo-
dovému thlu «

a=>5cm, b=12cm 37. |SP|=8j (Viz obr. 28.)
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Vrcholy ¢tverce EF'GH o nejmensim obsahu jsou stredy stran ctver-
ce ABCD, proto b= a/\/§. Pritom b je maximalné rovno a. Proto

a/vV2 < b < a. (Viz obr. 29.)

D G C C D C
E
H
F F
A E B A D B A B
Obr. 29 Obr. 30 Obr. 31
b= -~ (Viz obr. 30.) 40. 1(r —2)a®> (Viz obr. 31.)

V2

Trojuhelniky ABF a EDF jsou podobné s koeficientem podobnosti %,
|EF|: |AF|=1:2. (Viz obr. 32.)

D E C

F

Q
A B Obr. 32 A I, B Obr. 33

Obsah trojuhelniku ABC' vyjadiete pomoci obsahi trojahelniku ALC
a LBC. (Viz obr. 33.)

D C

A B Obr. 34 Obr. 35

Vsechny tfi usecky maji stejnou velikost. (Viz obr. 34.)

S =1v3a® (Viz obr. 35.)
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D F _C
Obr. 36 A B B Obr. 37
S=r*2-+2) (Vizobr. 36.) 46. |FC|=%a (Viz obr. 37.)
C
/
c C
D F B’
A B B Obr. 38 A Al B Obr. 39
a = 1v2c (Viz obr. 38.) 48. 3:1 (Viz obr. 39.)
C
k
A B Obr. 40 Obr. 41
1(V2+1)r* (Viz obr. 40.) 50. a) a = 120°, b) a = 60°

Stred Sp strany M N lezi na polopfimce opac¢né k poloptimce TP,
|T'Sp| = |TP| a je stfedem rovnobé&zniku MT'NT. (Viz obr. 41.)

Zvolime-li libovolné tsecku A”B" || AB takovou, aby A" € AC
a |[A"B"| =|AA"|, odpovida ve stejnolehlosti o stfedu A hledané tisec-

b
ce A'B', |A'B'| = — . (Viz obr. 42.)
b+c
Otoc¢ime-li ¢tverec ABCD kolem bodu A o 90°, bod D se oto¢i do bo-
du B a pfimka p do pfimky p’. Bod B je priise¢ikem piimky p’ s kruz-
nici k. Uloha m4 0, 1, 2 feseni. (Viz obr. 43.)
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Obr. 42 Obr. 43

54. Strany trojihelniku M N P jsou stfednimi ptickami trojuhelniku ABC),
proto pomér jejich obsaht je 1:4. (Viz obr. 44.)

C
W A ST
P N
AA X /
Q
A M By B A M B
Obr. 44 Obr. 45 Obr. 46
55. a =15 ¢ 56. 1:3 (Viz obr. 45.)

57. Stfedni p¥icky ¢tverce M N PQ jsou na thlopiickach kosoctverce. Ctve-
rec M NPQ a libovolny étverec M'N’P’'Q’, ktery mé vrcholy M', N’
na ramenech tthlu o vrcholu A, strany rovnobézné s thlopfickami ko-
soCtverce, si odpovidaji ve stejnolehlosti o stfedu A. Pomér obsahu je
roven (e + f)? : 2ef. (Viz obr. 46.)

D E C

4 N
A 5 NS

Obr. 47 Obr. 48 Obr. 49

58. |EF| = ¢v5a (Vizobr.47.)  59. 4:3 (Viz obr. 48.)

60. b= (v/2—1)a (Viz obr. 49.) 61. kruznice nad prumérem OM

62. 2

Cc

O



Kapitola 8.
GEOMETRIE V PROSTORU

a) n-boky hranol a jehlan

Ay

Ay

Az

— A1Ay .. Ay ATAL AL (n 2 3) jsou podstavy;

n
jejich obsah znacime S,

- AlAQAéAll, A2A3A§)A/2, cee AlAQV; A2A3V; ce jSOll Stény,

sjednoceni stén je plast, jeho obsah znacime S,
— A1 Ay; AsAs; .. AL AL; ... jsou podstavné hrany
— A1 AL A AL L ALV ASV s oL jsou boéni hrany
— Pismeny a, b, c, ... oznacujeme délky hran, ale i pfimo hrany
— v je vyska hranolu, resp. jehlanu
— Pro hranol je povrch S =25, + 5, aobjem V =5, v
— Pro jehlan je povrch S =5, + S, aobjem V = %Sp v
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b) Rotacéni valec a rotac¢ni kuzel

S T

— k(O;r), E'(O';r) jsou podstavné hrany

— kruh uréeny podstavnou hranou £ je podstava
— r je polomér podstavy

— v je vyska valce, resp. kuzele

— s je strana valce, resp. kuzele;

jestlize je s = 2r, je valec, resp. kuzel rovnostranny

— Pro rota¢ni vélec je povrch S = 27r(r +v) aobjem V = mriv

— Pro rotaéni kuzel je povrch S = 7r(r +s) aobjem V = gmriv

c) Koule

— Pro kouli poloméru r je povrch S = 4nr? a objem V = %m“?’

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. V pravidelném trojbokém hranolu ABCA’B’C’ na hra-
nach BB’ a CC' uréeme body D a FE tak, aby trojuhelnik ADFE byl
pravouhly rovnoramenny. Urceme také minimalni vysku hranolu, pro
kterou ma tloha feSeni.
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Reseni. V trojihelniku ADE nemitize byt pravy tuhel pii vrcholu A
(body D a E by byly v opa¢nych poloprostorech s hrani¢ni rovinou
ABC). Ptedpokladejme, Ze pravy uhel je pfi vrcholu D. Ozna¢me
|AB| = |AC| = |BC| =a, |DE| = |DA| = e, |AE| = d, |BD| = =,
|CE| =z + y. Potom

=d’+aP=ad>+y* = 22 —y*=0.

Protoze x +y # 0, je x = y.

B’ Dale plati
C’ ) ) 2
d“=a"+(xr+y) =a" +4x
E , "
a zaroven
Y d? = 2e? = 2(a® + 2?).
Potom
x a

a’> +41°> =2d° + 21 — = —

V2

C a r+y=2x=aV2

Trojuhelnik ADE bude rovnoramenny pravouhly, s pravym thlem pii
vrcholu D, pravé kdyz

a

V2

Analogicky pro piipad pravého thlu pfi vrcholu E je

|BD| = a |CE|=aV2.

a

CE| =
II\/§

a |BD|=aV2.

Miniméalni vyska hranolu je rovna av/2.

> PRIKLAD 2. Na hranach krychle ABCDEFGH jsou dany t¥i body
K e AE, L € BF, M € GH. Sestrojme fez krychle rovinou K LM.
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Reseni. Useka KL lezi ve sténé ABFE, je tedy jednou stranou fezu.
Protéjsi sténu CDHG dana rovina protind v tse¢ce M P || K L. Analo-
gicky fez dané roviny se sténou BCGF je tsecka LN || KP.

H M G
—
[P N
E /1
/| F
/|
/|
/] L
/
%__C
Ky
A B

Rez roviny K LM s danou krychli je pétithelnik K LN M P.

> PRIKLAD 3. Stiedy vSech hran krychle ABCDEFGH o hrané a ur-
¢uji polopravidelny mnohostén. Sestrojme ho, urcéeme, kolik mé stén
a jaké mnohotihelniky jsou jeho stény. Vypocitejme objem polopravi-
delného mnohosténu.

Reseni. Stf¥edy hran krychle uréuji polopravidelny ¢étrnictistén. Osm
jeho stén jsou shodné rovnostranné trojuhelniky a Sest stén jsou shodné
¢tverce. Ctrnactistén vytvorime, odfizneme-li z krychle osm shodnjch
trojbokych jehlani.

H G

B/

C/

A A’ B
Objem jednoho jehlanu, napf. jehlanu A’BC'B’, je roven

_1lg .1,_ 1 .3
Vl—gSp 50 =450
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Potom objem ¢trnactisténu je

V=a-8V1=2d"

> PRIKLAD 4. Do nalevky tvaru rovnostranného rota¢niho kuzele o po-
loméru podstavy r je nalito mnozstvi vody rovnajici se poloviné objemu
nalevky. Urcéeme vysku hladiny vody od tsti nalevky.

Resent. g , A

\__sl e /]

A/

v

Viska kuzele v = v/4r2 — r2 = /3. Polomér hladiny pii jeji visce x
uréime z podobnych trojuhelnikt VS’A" a VSA:

xr i

Potom objem vody je %71'@256 = %m’zv. Odtud 23 = % 373 a vyska hla-
diny

v = 1YAV3r

> PRIKLAD 5. Rovnostrannému rota¢nimu kuzeli o strané s je opsana
koule a vepsana koule. Vypocitejme pomér objemt obou kouli.

Resend. v




8. Geometrie v prostoru 157

Osovym fezem kuzele je rovnostranny trojihelnik ABV o strané s.

vV

Proto polomér r koule opsané je roven % téznice osového Tezu, tj.

2 V3 V3
r=-.—s§=—s.
3 2 3
Polomér o koule vepsané je
0 2 /3
0=1[r?— — = —s.

4 6
Potom pomér objemu V, koule opsané a objemu V,, koule vepsané je

3 3
VO:%:éW(£S> §W<?s> =8:1.

NERESENE ULOHY

1. Obsahy tii stén kvadru, které maji spolecny praveé jeden vrchol,
jsou Si, Sso, S3. Vypocitejte objem V' kvadru.

2. Kvadr m4 jednu hranu a = 4cm, objem V = 140cm? a povrch
S = 166 cm?. Uréete zbyvajici hrany b, c.

3. Kvadr ma podstavu o rozmérech 3cm, 4 cm a vysku 5cm. Urcete

télesovou thlopricku u a jeji odchylku o od podstavy.

4. V krychli oznac¢ime K, L, M stredy tii hran, které vychézeji z jed-
noho jejiho vrcholu. Rovina K LM dé€li krychli na dvé ¢asti. Urcete
pomér objemli obou ¢asti.
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5. Vkrychli ABCDFEFGH o hrané a oznacme K stied stény ABC D
a L stred stény BCGF'. Urcete obsah S trojihelniku K LB.

H G

A B

6. V krychli ABCDEFGH o hrané a oznacme P stfed hrany FH.
Urcete obsah S trojuhelniku BCP.

H G
P
E \Y
D C
A B

7. Pravidelny ctyrboky jehlan ma thloptricku podstavy velikosti
4y/2 cm a boéni hranu velikosti 2v/5 cm. Uréete jeho objem V.

8. Pravidelny c¢tyrboky jehlan mé whlopricku podstavy velikosti
4+4/2 cm a boéni hranu velikosti 2v/5 cm. Uréete jeho povrch S.

9. Urcete télesovou tthlopiicku u krychle, kterd ma objem 64 cm3.
10. Urcete télesovou thlopiicku u krychle, kterd ma povrch 96 cm?.

11. Podstavou ¢tyirbokého jehlanu je sténa krychle o hrané a. Jeho
vrcholem je stired protéjsi stény krychle. Urcete povrch S jehlanu.

12. Podstavou c¢tyrbokého jehlanu je sténa krychle o hrané a. Jeho
vrchol je jeden z vrcholi prot€jsi stény této krychle. Urcete povrch
S jehlanu.



13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.
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V krychli ABCDFEFGH o hrané a je bod K stfed hrany AFE, bod
M stfed hrany BC a bod N stfed hrany C'G. Sestrojte ez krychle
rovinou K M N a urcete jeho obsah.

H P G

QI \

E I AN
[ F N
[

1% |

D
———+—-C
/ A2
A L B

Urcete stfedovy thel a kruhové vysece, do které se rozvine plast
rovnostranného rotac¢niho kuzele o poloméru podstavy 7.

Urcete vysku v a objem V pravidelného c¢tyirsténu ABCD o hra-
ne a.

Krychle a koule maji stejny objem. Urcete pomeér jejich povrchii.
Krychle a koule maji stejny povrch. Urcete pomeér jejich objem.

Do pravidelného ¢tyrbokého hranolu, ktery mé hranu a a vysku 2a,
je vepsan rotacni valec. Urcete pomeér povrchii obou téles.

Do krychle je vepsan valec. Urcete pomér povrchii obou téles.

Pravidelnému ¢tyrbokému hranolu je opsan rotacni valec. Urcete
pomér objemul obou téles.

Kvadru o hranach velikosti 2 cm, 3 cm, 4 cm jsou opsany tri valce
tak, ze protéjsi stény kvadru jsou vepsany do podstav valcti. Urcete
pomér objemtl vSech tfi opsanych valci.

Urcete objem V' a povrch S pravidelného ¢tyrbokého komolého

jehlanu, jehoz jedna podstava méa hranu velikosti 10 m, druhd 8 m
a odchylka boc¢nich stén od podstavy je 45°.

Obdélnik o strandch a, b (a # b) je rozvinutym plastém dvou
ruznych valcti. Vypocitejte jejich objemy.

Obdélnik o stranach a, b (a # b) je rozvinutym plastém dvou
ruznych valcti. Vypocitejte jejich povrchy.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

8. Geometrie v prostoru

Obdélnik o strandch a, b (a # b) je rozvinutym plastém dvou
ruznych valct. Vypocitejte pomér jejich povrchi.

Obdélnik o strandch a, b (a # b) je rozvinutym plastém dvou
ruznych valcti. Vypocitejte pomeér jejich objem.

Vypocitejte objem V' a povrch S krychle vepsané do koule o polo-
meru r.

Do koule o poloméru r jsou vepsany dva shodné rotacni kuzele
se spole¢nou podstavou o poloméru r. Vypocitejte pomér povrchu
sjednoceni obou kuzelti a povrchu koule.

Do koule o poloméru r jsou vepsany dva shodné rotacni kuzele
se spolec¢nou podstavou o polomeéru r. Vypocitejte pomér objemu
sjednoceni obou kuzeli a objemu koule.

Podstava rotacniho kuzele je kruh opsany sténé krychle o hrané a
a jeho vrcholem je stred protéjsi stény krychle. Vypocitejte po-
vrch S rotacniho kuzele.

Do krychle o hrané a je vepsan rotacni kuzel tak, ze jeho podstava
je kruh vepsany do stény krychle a jeho vrchol je stred protéjsi
stény. Vypocitejte povrch S kuzele.

Stred stény krychle je spoleénym vrcholem dvou rotac¢nich kuzeli.
Podstava prvniho kuzele je opsana a podstava druhého kuzele je
vepsana protéjsi sténé krychle. Urcete pomér objemt kuzeli.

Vypocitejte povrch S rovnostranného rotacniho valce, jehoz objem
je 1cm3.
Vypocitejte pomér objemli krychle kouli vepsané a krychle této

kouli opsané.

Zmensime-li polomér podstavy kuzele o polovinu a jeho vysku
zvét§ime o 20 %, o kolik procent se zmensi jeho objem?

Vypocitejte objem V télesa, které vznikne rotaci ¢tverce o strané a
kolem jeho thlopricky.

Vypocitejte objem V' télesa, které vznikne rotaci rovnostranného
trojuhelniku o strané a kolem jeho strany.



38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

47.
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Do polokoule o poloméru r je vepsana krychle tak, ze jedna jeji
sténa lezi v podstavé polokoule a zbyvajici vrcholy na kulovém
vrchliku. Urcete hranu a krychle.

Vypoctéte hranu a krychle vepsané do rovnostranného kuzele
(s =2r).

Do koule o poloméru r je vepsan rovnostranny rotacni valec a rov-
nostranny rota¢ni kuzel (viz obrazek osového fezu). Vyjadiete ob-
jem V,, valce pomoci objemu V; koule a objemu V; kuzele.

i
!
!

!
+
!

I
I
!

Do koule o poloméru r je vepsan rovnostranny rotacni valec a rov-
nostranny rotac¢ni kuzel (viz obrazek z tlohy 40). Vyjadiete po-
vrch S, valce pomoci povrchu Sy koule a povrchu S, kuzele.

Dva rotac¢ni valce o polomérech podstav ri, 7o maji stejny objem.
Urcete pomér obsaht jejich plastu.

Rovnostrannému rotacnimu kuzeli je opsana a vepsana koule. Ur-
¢ete pomér povrchti obou kouli.

Jsou dany dva souosé rotacni kuzele takové, ze vrchol jednoho ku-
zele je sttedem podstavy druhého kuzele. Jestlize polomeéry jejich
podstav jsou rq, r9, urcete polomér r kruznice, ve které se protinaji
jejich plaste.

Urcete pomér obsahii plastu dvou rotacnich valci o polomérech
podstav rq, ro a vyskach vy, v, pro které plati r; : ro = v1 : vs.

Urcete pomér obsaht plastt dvou rotacnich kuzeld o polomérech
podstav rq, ro a vyskach vy, v, pro které plati ri1 : ro = v1 : vs.

Kouli o poloméru 7 je opsan rotacni kuzel o vysce v = 4r. Vypo-
¢itejte objem kuzele pomoci objemu V' koule.
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.
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Urcete pomér povrchi tii téles, ktera vzniknou rotaci pravothlého
trojuhelniku ABC o pieponé ¢ a odvésnach a, b, kolem jeho stran.

Urcete pomeér objemi tii téles, ktera vzniknou rotaci pravothlého
trojuhelniku ABC' o pfeponé ¢ a odvésnach a, b, kolem jeho stran.

Kruznici o poloméru r je opsan ¢tverec a rovnostranny trojuhelnik
tak, ze maji spolecnou osu o soumérnosti kolmou na jejich stranu
(viz obréazek). Pti otac¢eni kolem osy o vznika rotacni valec, rota¢ni
kuzel a koule. Urcete pomér povrchi vsech tii téles.

Kruznici o poloméru r je opsan ¢tverec a rovnostranny trojihelnik
tak, Ze maji spole¢nou osu o soumérnosti kolmou na jejich stranu
(viz obrazek z tlohy 50). Pfi otac¢eni kolem osy o vznikd rotaéni
valec, rotacni kuzel a koule. Urcete pomér objemui vSech tii téles.

Urcete pomér polomeért tii kouli, z nichz prvni je krychli o hrané a
opsana a druha je krychli vepsana, treti koule se dotyka vSech hran
krychle.

Ukazte, ze povrch koule, ktera se dotyka vsech hran krychle o hra-
né a, je roven rozdilu povrchii kouli této krychli opsané a vepsané.

Stred koule o poloméru r je vrcholem rota¢niho kuzele, jehoz pod-
stava se koule dotyka. Urcete polomér p podstavy kuzele, je-li ob-
jem koule a kuzele stejny.
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Stred koule o poloméru r je vrcholem rota¢niho kuzele, jehoz pod-
stava se koule dotyka. Urcete polomér p podstavy kuzele, je-li po-
vrch koule a kuzele stejny.

Pravidelny trojboky jehlan ABCV je vepsany do polokoule o po-
loméru r tak, ze jeho podstava ABC' je vepsana hrani¢nimu kruhu
polokoule. Urcete objem jehlanu.

Kouli je opséna a vepséana krychle (viz obrazek osového fezu). Vy-
pocitejte polomér r koule, je-li dan rozdil S povrchti obou krychli.

Do koule o poloméru r jsou vepsany dva rotacni kuzele se spolec-
nou podstavou (viz obrazek osového fezu). Uréete objem sjedno-
ceni kuzelti, jestlize pomeér jejich vysek je 1 : 3.

i
+
!
I
|

Do koule o poloméru r jsou vepsany dva rotacni kuzele se spolec-
nou podstavou (viz obréazek z tlohy 58). Uréete povrch sjednoceni
kuzeld, jestlize pomér jejich vysek je 1 : 3.

Do rotac¢niho kuzele je vepsan rotacni valec o polovi¢ni vysce. Ur-
¢ete pomér jejich objem.

Vypoctéte pomér objemu krychle ABCDFEFGH a objemu jehlanu
ABCF.

Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovnoramenného pra-
vouhlého trojihelniku s ramenem a kolem jeho prepony.
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Vysledky

1. V=155S5;

3. u=>5v2cm, a=45°
5. Sz% 3a?

7. V=22V3cm’

9. u:4\/§cm

11. S =d*(1+V5)

2.
4.
6.
8.
10.
12.

b=5cm, ¢="Tcm
1:47

SZ% 2 a?

S = 48 cm?
u:4\/§cm

S =a*(2++2)

13. Rezem krychle je pravidelny Sestitthelnik K LM N P(Q. Strana $estitthel-
niku je s = a/v/2 a jeho obsah S = 3V3a®.

14. a=m7
16. V/6: Uw
18. 4: 7
20. 2: 7

15.
17.
19.
21.

22. V=22nm% S =164+ 362)m?

3
A W 4x
25. a(a + 27b) : b(b+ 2ma)
27. V:g 3r3, S =8r?

23.

29. 1:2

31. S=1(1+V5)ma®
33. S =321 cm?
35. 710%

37. V =1ix43

39. a

41. Sy, =V Ss - Sk
43. 1:4

v:% 6a, V:1—12 2a°
VT V6

4.7

26 :25:30

24, a(a + 27b)  b(b+ 2ma)
2m ’ 27

26. a:b

28. V2:2

30. S=1(1++V3)ma®

32. 2:1

34. V3:9

36. V = 1V2md®

38. a —% 67

40. V, =+ Vs - Vi

42. r9 : 11

44, r = 12
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rerd 46. 73 : 713 47. 2V

Jestlize oznacime S, povrch télesa s osou a, dalsi analogicky, potom
plati Sq : Sy : Sc =be(b+¢) : ac(a+ c¢) : ab(a + b).

Jestlize oznacime V, objem télesa s osou a, dalsi analogicky, potom plati

1 1
Va:%:chlz—:—.
a b ¢

9:6:4 51. 9:6:4 52. V/3:1:2

S, = 3ma® je povrch koule opsané, S, = wa® je povrch koule vepsané
a povrch tfeti koule je S = 2ma’.

0=2r 55. Q:%'r‘ 56. i 3r3

r=1/5 58. V = 1y 59. S = 1(V/3+3)mr?
3

3:8 61. 6: 1 62. ¢

3v2



Kapitola 9.
ANALYTICKA GEOMETRIE

9.1. Vektory

Dvé nenulové orientované tsecky AB a C'D maji stejny smér, jestlize
bud primky AB a C'D jsou rovnobézné ruzné a body B, D lezi v téze
poloroviné s hrani¢ni pifimkou AC, nebo primky AB a C'D jsou totozné
a prunikem polopiimek AB a C'D je opét polopfimka.

D
B u
B D /
\<( ¢ /
. \/\7/7
o A
Nenulovy vektor u je mnozina vSech orientovanych tusecek, které maji

stejnou délku a stejny smér. Kazda orientovana tisecka z této mnoziny
se nazyva umisténim vektoru u.

Nulovy vektor o je mnozina vsech nulovych orientovanych tusecek.

Je-li u =B — A, potom vektor A — B se nazyva opacny vektor k vek-
toru u a znaci se —u.

Pro kazdé dva vektory u a v plati u +v =v + u.

Pro kazdé t¥i vektory u, v a w plati (u+v) +w =u+ (v + w).
Orientované tusecky AB a CD urcuji tyz vektor, jestlize maji tisecky
AD a BC stejny stred.
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V roviné (prostoru) mame zvolenou kartézskou soustavu soufadnic.
Je-li vektor u urcen orientovanou tuseckou AB, kde Alaq, asg, as)
a Blby, ba, bs], potom jeho soufadnice jsou €isla by — ay, bo —ag, bs —as
a piseme u = (b; — a1, by — ag, bg — ag).
Soucet vektoru u=B—A, v=C—B je vektor u+v=C-—A.
V soufadnicich: u = (uy, ug, ug), v= (v, vs,vs3), u+v = (u;+ v,
Ug + V2, U3 + U3>.
Nasobek nuloveho vektoru cislem a je nulovy vektor.
Nasobek nenulového vektoru u = B — A cislem « je vektor C' — A, pri-
¢emz C je bod, pro ktery plati: |AC| = |a| - |AB| a pro a 2 0 je bod C
na poloptfimce AB, pro a < 0 je bod C na polopfimce opacné k polo-
pfimce AB. V soufadnicich: C' — A = au = (au;, aug, aug).
Pro kazdé dva vektory u, v a kazda cisla «, (3 plati:
O-u=o0, (-1)-u=-u, ofu)= (af)u,
alu+v)=au+av, (a+ f)u=au-+ (u.
Vektor aju; + asus + ... + a,u,, kde aq,as,...,a, € R, se nazyva
linearni kombinace vektortu uy, us, . .., uy,.

Dva nenulové vektory u, v jsou linedrné zavislé, jestlize u = kv (vektor u
je k-nasobkem vektoru v).

Pro kazdy vektor u jsou vektory o, u linearné zavislé (o = 0 - u).
Jestlize vektory nejsou linearné zavislé, nazyvame je linedarné nezavisle.
Velikost |u| vektoru u je délka kterékoliv orientované tsecky AB, kte-
r4 uréuje vektor u. Jestlize u = (ug, u2, uz), je |u| = /u? + u2 + u2.
Jestlize |u| = 1, nazyva se vektor u jednotkovy vektor.

Skaldrni soucin dvou vektori u = (uq, uz, ug), v = (v1, vg, v3) je Cislo
uv = u1v1 + usv2 + us3vs.
Pro kazdé vektory u, v, w, z a kazdé realné cislo a plati:
uv =vu, (au)v=oa(uv), w(u-+v)=wu+ wy,
(u+v)(w+z)=uw+ uz+vw + vz.
Jsou-li nenulové vektory v a v urceny orientovanymi useckami AB

a AC, nazyvame velikost ¢ konvexniho thlu BAC' uhel vektori u, v.
uv

Plati cos p = v’ Jsou-li primky AB a AC kolmé, rikame, ze vektory
ul|v

u a v jsou kolmé.
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Skalarni soucin uv = 0 praveé tehdy, je-li bud aspon jeden z vektort u, v
nulovy vektor, nebo jsou oba vektory nenulové a kolmé.

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Je dan trojihelnik ABC. Ozna¢me u = B—A,v=C—B
a T tézisté trojuhelniku ABC'. Vyjadieme vektor t = T — A pomoci
vektortd u a v.

Reseni. Plati: C — A= (B — A) + (C — B) = u+ v. Oznaéme S stfed
strany AB. Protoze T—S =3(C—-8)=1(53(C—A4)+(C—-DB)) =
= %(u—i—v—i—v) = %(u—l-?V), je

t=(S—A)+ (T -9 =3u+¢(u+2v)=2u+1v.

> PRIKLAD 2. Vypocitejme realné éislo a tak, aby pro dané vektory
u=(a,2)av=(3 —1) platilo |u+ v| = 5.

Regeni. Plati u+v = (a,2)+ (3, -1) =3 +a,1) a

lu+vl=+(3+a)2+1=05,
lu+v]*=(3+a)?®+1=25,
a?+ 6a — 15 =0,
a:—3—|—2\/6, nebo a = —3 — 2v/6.

Proto |u+ v| = 5 pravé tehdy, je-li a = -3+ 21/6, nebo a = —3 — 2/6.

> PRIKLAD 3. Uhel vektortiu a v je ¢ = %7‘(’. Vypoctéme skalarni soucin
(4du + v)(u — 2v), jestlize |u| =5 a |v| =T.

Resend. Zfejmé uu = 25, vv = 49 a uv = |ul|v|cosp =5 7+ = 32,
Potom (4u + v)(u — 2v) = 4uu — 2vv + uv — 8uv = — 2L,

> PRIKLAD 4. Vypocétéme velikosti vnitinich hl v trojihelniku ABC,
A[-1, —3], B[11, 6], C[-13, 2].
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Resend. Velikosti vnitinich tthl mtizeme vyjadiit pomoci velikosti tthli
vektori stran trojihelniku ABC"

(B— A)(C —A) 33

— — = = 120°31’
CoS & B_A|C— 4 o5 — « 0°31°,
(A—-B)(C — B) 27 « o4/
cos 3 = = — [ =27"24",
b=Ta=Blc-B s "
v = 32°05'.

NERESENE ULOHY

. Je dan pravidelny Sestithelnik ABC DEF o sttedu S. Dokazte, ze

plati (C'— A) + (D — A) + (E — A) = 5(S — A).

. Urcete vnitini bod X v trojuhelniku ABC takovy, aby

X—-A=3B-A)+:(C—-A4)+¢(C-B).
Urcete soutadnice vrcholu D rovnobézniku ABCD, je-li Al4, 7],
B[2, 8], C[-1, 4].

Vyjadiete vektor u = (19, 8) jako linedrni kombinaci vektori a =
= (5,4) a b= (-3,0).

. Jsou dany body A[-2, —1], B[2, —4] a C[0, 2|. Jestlize u = B — A

av=C—A, vypoctéte u+v, u—v, |lu+v|, |u—v|, uv.

6. Vypoctéte |u—v|, je-li ju] =13, |v| =19 a |u+ v| = 24.

7. Jsou dany vektory u = (5, —3) a v = (1, m). Urcete realné ¢islo m

10.

tak, aby |u —v| = 5.

Jsou déany vektory u = (5,2) a v = (7, —3). Urcete vSechny vek-
tory x, pro které plati ux = 38 a soucasné vx = 30.

. Jsou dany vektory u = (3,5) a v = (6, 2). Urcete vektor w kolmy

k vektoru v, pro ktery plati uw = 4.

Urcete vSechny vektory v, které jsou kolmé k vektoru u = (5, 12)
a maji velikost |v| = £.
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11. Vypoététe (u + v)?2, je-li |u| = 3, |v| = 4 a thel vektorli u a v je

12.

13.

14.

15.

9. Analytickd geometrie

_ 2
gﬁ—g’ﬂ'.

Ukazte, ze trojuhelnik K LM, K4, 3], L[12, 9], M|[1, 7], je pravo-

Ahly.

Urcete redlné ¢islo t tak, aby vektor w = (4, 1, t) byl linearni kom-

binaci vektori u = (2, —1, 3

Urcete realné ¢islo a tak, aby vektory u = (=2, 1,2)av = (1,4, a)

byly kolmé.

Urcete vSechny vektory u v prostoru, které jsou kolmé k vektorim

Yav=(0,1,—5).

a=(1,-1,3)ab=(2,0,5).

Vysledky

2. Bod X je tézisté trojuhelniku ABC.

3. DI[1, 3] 4. u=2a—3b

5. (6,0), (2,—6), 6, 2/10, —1 6. 22

7. m =0 nebo m = —6 8. (6,4)

9. (—3,1) 10. (—30, 22), (30, —22)
11. 13 13. t=-9

14. a = —1 15. u=(=5t,¢,2t), t€R

9.2. Analyticka geometrie v roviné

a) Body a vektory v kartézské soustavé souradnic v roviné

e souradnice bodiu:

A[aba?]a

B[bb b2]7 C[Cla C2]
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e délka tisecky AB (vzdalenost bodu A, B):

[AB| = /(b1 — a1)? + (b2 — a2)?
e soufadnice stiedu S tsecky AB:

S(3(a1 +b1), 3(az + bo)]

YVev

T[5(a1 4 by + c1), 5(az + bz + c2)]

W=

b) Linearni utvary v roviné

Smeérovy vektor primky p je kazdy nenulovy vektor, jehoz umisténim je
usecka rovnobézné s primkou p.

Smérovym vektorem pfimky urcené riznymi body A, B je napriklad
vektor u =B — A.

Kazdy bod X[z, y| pfimky p uréené body A, B lze vyjadiit pomoci
t-nasobku smérového vektoru u piimky p: X = A+ tu. Vyjadreni

v souradnicich
T = a1+ tuy,

teR
Yy = agz + tug, <

se nazyva parametrické rovnice primky p, proménna t se nazyva para-
metr.

Pro t € (0,1) je rovnice X = A+ t(B — A) rovnici tsecky AB, pro
t € {0,+00) je rovnici poloptimky A—B>, pro t € (—00,0) je rovnici po-
loptimky opacné k polopfimce AB.

Obecnad rovnice primky p je rovnice ax + by + ¢ = 0, kde alespon jedno
z Cisel a, b je nenulové.

Smérovy vektor primky p: ax + by + c =0 je napriklad vektor u =
= (—b, a). Normalovy vektor n ptfimky p je vektor kolmy ke smérovému
vektoru této primky, naptiklad n = (a, b).
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Vzdélenost d bodu Plpi, p2| od pfimky p: axz + by +c=0 je ¢islo

_ lapy + bps + ¢

d

Odchylka primek p: a1x + b1y +c1 =0, q: asx + b2y + co = 0 je tthel
¢ € {0°, 90°), pro ktery plati

laiag + b1ba
Va3 + b3 /a3 + b3

cos (p =

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. Uréeme vzajemnou polohu piimek p: 6z — 8y + 13 =0
a q:rx=1+4t, y=2+3t, teR.

Reseni. Vzajemnou polohu dvou primek mutzeme vySetfovat dvéma
zpusoby.

a) Urcéime pocet spoleénych bodu pfimek p, q. Z parametrického vyja-

dfeni primky q dosadime za x a y do obecné rovnice primky p:
6(1+4t) —8(2+3t)+13=0.

Po tupravé dostaneme rovnici pro neznamy parametr ¢ spolecného
bodu primek p, g
0-t4+3=0.

Rovnice nemé teseni, a tedy primky p, ¢ nemaji spole¢ny bod, jsou
rovnobézné rizné.

Vysettime, zda smérové vektory jsou linearné zavislé nebo nezavislé.
Smérovy vektor primky p je u = (8, 6), smérovy vektor primky ¢
je v.= (4, 3). ProtoZe u = 2v, jsou vektory u, v linedrné zavislé
a primky p, g jsou rovnobézné. Je-li néktery bod pfimky ¢ i bodem
primky p, jsou pfimky totozné. Zjistime, zda bod Q[1, 2] pfimky ¢
(pro t =0) je i bodem piimky p:

6-1—8-24+13=3+#0.

Bod () nelezi na piimce p, pfimky p, ¢ jsou tedy rovnobézné a rtizné.
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> PRIKLAD 2. Vypoditejme hodnotu parametru a € R tak, aby pfimky
p:2r—ay—7=0 a q:x=3+t, y=4+(a—1)t, tER, byly
rovnobézné.

Reseni. Smérové vektory rovnobéznych primek p, ¢ musi byt linedrné
zavislé. Smérovy vektor ptimky p je u = (a, 2), smérovy vektor primky ¢
jev = (1, a—1). Nenulové vektory u, v jsou linearné zavislé praveé tehdy,
kdyz existuje cislo k£ € R takové, ze u = kv. Potom plati:

a=kFk-1,

2=Fk(a—1).
Z prvni rovnice dosadime za k do druhé:

2=a(a—1).
Resime kvadratickou rovnici

a?—a—2=0.

Resenim rovnicejea = —laa=2,proa= —1ljeu= —v,proa = 2 je
u = 2v. Tedy primky p, ¢ jsou rovnobézné, jestlize a = —1 nebo a = 2.
Stejné jako v prikladu 1 mtuzeme ovérit, ze pro a = —1 i pro a = 2 jsou

primky p, ¢ rovnobézné a rtizné.

> PRIKLAD 3. Urceme, zda pfimka p: = +2y —7 =0 protina tsecku
AB, kde A[1,1], B]5, 3].
Resend. Pro libovolny bod X tsetky AB je X = A+t(B— A), kde
t € {0,1). V souradnicich mame
xr =14 4t,
y=1+42¢,
Z parametrického vyjadreni uisecky dosadime za = a za y do rovnice
primky p:

t €0,1).

14+4t+2(1+2t)—7=0.

Po tpraveé dostavame: 8t = 4, tedy t = %

Protoze % € (0,1), ma tsecka AB s pfimkou p spoleény bod, jehoz
souradnice mlzeme vypocitat:

r=1+14-

y=1+2-

Bod [3, 2] je pruse¢ikem primky p a tsecky AB.

= 3,

1
2
1_9

N
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> PRIKLAD 4. Je dén trojthelnik ABC, kde A[0, 0], B[6, 2], C[1, 4].

Urceme

a) obecnou rovnici pfimky p, na které lezi vyska v, trojuhelniku ABC,

b) parametrické rovnice primky ¢, na které lezi téznice t, trojuhelniku

ABC.
Resend.
a) Primka p je kolma k pfimce AB a prochazi bodem C. Vektor
n=B—-A=(6,2)
je tedy normalovym vektorem primky p. Obecna rovnice primky p je
6z + 2y +c = 0.
Konstantu ¢ ur¢ime dosazenim souradnic bodu C:
6:-1+2-4+c=0, odtud c=-14.

Obecna rovnice pfimky p je 6x + 2y — 14 =0 nebo (po vydéleni ¢is-
lem 2) 3x+y—T7=0.

YA YA
C C

]Y

]Y

A \ A

b) Pfimka ¢ je uréena bodem A a stfedem S tsecky BC,

SI3(6+1), 32 +4)] =[5, 3.
Smérovy vektor v pfimky ¢ je naptiklad v =5 — A = (%, 3) nebo také
vektor w = 2v = (7, 6).

Parametrické rovnice pfimky ¢ jsou (X = A +tw):

x = Tt,

y = 6t teR.
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> PRIKLAD 5. Vypocitejme soufadnice bodu Q, ktery je soumérné sdru-
zeny s bodem R[—1, —3] podle pfimky p: z+y—2=0.

Reseni. Bodem R vedeme piimku ¢ kolmou k p¥imce p a uréime priise-

¢ik P primek p, q. Dale ur¢ime souradnice bodu @) tak, aby bod P byl

stredem usecky RQ).

Smeérovy vektor u ptimky ¢ je zadroven normalovym vektorem ptrimky p,

tedy napiiklad u = (1, 1). Parametrické rovnice pfimky ¢ jsou
r=—1+41,
Yy = -3 + ta

Vypocitame prisecik primek p a g:

teR.

—14+t—-34+t—2=0, odtud ¢=3;

souradnice priseciku P jsou p; = 2, po = 0.

Pro soufadnice bodu Q|q1, ¢2] musi platit:
s —1)=2, 5(q2 —3) =0,
tedy Q[5, 3.
> PRIKLAD 6. Uréeme odchylku ¢ piimek
p: 2x—2y+7=0 a q:x=1—-4t, y=5, teR.

Reseni. Abychom mohli pouzit vzorec pro kosinus odchylky dvou pii-
mek, uvédomme si, ze obecna rovnice primky ¢q je y —5 = 0. Dostaneme

2-0—2-1| V2
V22 +(-2)2-V/02+12 2

Protoze odchylka dvou ptrimek je thel ostry nebo nulovy nebo pravy,
je v nasem pripadé ¢ = 45°.

cos (p =

NERESENE ULOHY

1. Urcete hodnotu parametru p € R tak, aby body A[-1, 2], BI[3, 0],
Clp+ 1, 2p — 1] lezely na jedné piimece.
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10.

11.

12.

13.

14.

9. Analytickd geometrie

Urcete hodnotu parametru m € R tak, aby bod A[1, —2] lezel na
pfimce mz — (m+1)y—1=0.

. Urcete hodnotu parametru m € R tak, aby primka =z = 2 4 mt,

y=—1+41t,t € R, prochdzela bodem A[—4, 1].

. Urcete hodnoty parametru m € R tak, aby pfimka o rovnici

r + 4y + m? —5m + 9 = 0 prochédzela bodem A[1, —1].

. Vypoctéte hodnoty parametri a € R, b € R tak, aby dané body

Al2a + 3, 3b — 9], B[ba — 4, 5b 4 7] byly soumérné sdruzené podle
oSy ¥.

. Vypoctéte hodnoty parametrii a € R, b € R tak, aby dané body

A[3a — 1, 2b+ 3], B[2a + 3, 3b — 1] byly soumérné sdruzené podle
oSy .

Vypoctéte hodnoty parametri a € R, b € R tak, aby dané body
Al2a — 3, 3b + 1], Bla + 1, 2b — 3] byly soumérné sdruzené podle
pocatku.

. Urcete hodnoty parametri a € R, b € R tak, aby primka o rovnici

3x —2y — 1 =0 byla osou tsecky AB, kde Ala, 3], B[4, b].

. Urcete hodnoty parametri a € R, ¢ € R tak, aby primka o rovnici

ax — 2y + c =0 byla osou usecky AB, kde A[l, 5], B[-3, 3].

Vysetrete vzajemnou polohu primek p: x=1+4+1¢, y=—2— 2t,
teR, a ¢g-x+2y—1=0.

Ovéite, ze piimky =z +2y —1=0 a AB, kde A[l, %], B[-1, _%]’
jsou navzajem kolmé, a vypoctéte souradnice jejich priseciku P.

Strany trojuhelniku lezi na danych primkach p: bx + 6y — 23 =0,
q: dx+3y—22=0 a r: x=4+3t, y=—-4—-Tt, teR. Vy-
poctéte souradnice vrcholt trojuhelniku.

Vypoctéte souradnice priseciku thlopticek ¢tyiuhelniku ABCD,
kde A[l, 3], B[4, 1], C[5, 3|, D4, 5].

Urcete vSechny hodnoty parametri a € R, ¢ € R tak, aby primky
ar+y—+c=0 a AB, kde A[-1, 1], B[1, 0], byly navzajem rtzné
rovnobézky.
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Urcete vSechny hodnoty parametru m € R tak, aby se primky
p: x—2y+m=0 a q: 3xr+5y—2 =0 protinaly v 1. kvadrantu.

Urcete vSechny hodnoty parametru m € R tak, aby se primky
p:3r—y+m=0aq: x=1+t y=—-1+2t, t €R, protinaly
ve 3. kvadrantu.

Urcete hodnotu parametru b € R tak, aby pfimka p o rovnici
3x+by+1=0 a primka AB, kde A[—1, 1], BJ[1, 2], byly navza-
jem kolmé.

Urcete hodnotu parametru b € R tak, aby primka p o rovnici
2c — (b+2)y+1=0apfimkag: t=1+4+0bt, y=—-1—-4t,t €R,
byly navzajem kolmé.

Napiste rovnici primky, kterd je kolma k piimce r o rovnici
7r —2y+ 14 =0 a prochazi prusecikem primek p: x =6 + 3¢,
y=6+2t,tcR aq: x=T7T+4s,y=1—-3s, s €R.

Napiste rovnici primky, ktera je rovnobézna s primkou r o rovnici
2x — 3y + 5 = 0 a prochéazi prisecikem primek p: 92 —5y—29 =0
a q: Tx+3y+5=0.

Napiste rovnici pfimky, ktera prochazi bodem M1, 4] a je kolma
k pfimce AB, kde A[2, 1], B[-3, 2].

Urcete hodnoty parametrii b € R, ¢ € R tak, aby pfimky x = 1 + ¢,
y=2-3t,t€R, abx+by+ c=0 byly totozné.

Urcete hodnoty parametri a € R, ¢ € R tak, aby primka o rovnici
ar—5y+c = 0 a pfimka AB, kde A[—2, —1], B[3, 1], byly totozné.

Urcete hodnoty parametrti b € R, ¢ € R tak, aby primka o rovnici
2x+by+1 = 0 a pfimka AB, kde A[-3, ¢|, B[2, —1], byly totozné.

Urcete hodnoty parametri a € R, b € R tak, aby primka o rovnici
bx+4y —27 = 0 a ptimka AB, kde Ala, 3|, B|—1, b], byly totozné.

Urcete hodnoty parametri a € R, b € R tak, aby rovnice
(a—2)r+(20+1)y—1=0 a ar+(2—-3b)y+3=0

byly rovnicemi téze primky.
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Urcete hodnotu parametru m € R tak, aby primky
p: 3x+2y—1=0,
q: r=-14+t, y=-3+1t, teR,
r: 4 —3y+m=20
meély pravé jeden spolec¢ny bod.
Urcete hodnotu parametru ¢ € R tak, aby primky
p:x+2y—1=0, q:224+y+1=0, rrz4+y+c=0
meély praveé jeden spolec¢ny bod.
Urcete hodnotu parametru m € R tak, aby primky
p:x=-14+t, y=3—1t, teR,
qg: t=3+s, y=7+3s, s€R,
rex+3y+m=0
meély praveé jeden spolecny bod.
Zjistéte, zda primka o rovnici 3z + y + 11 = 0 a Gsecka x = 1 + 3¢,
y=—1+44t, t € {(0,1), maji asponi jeden spole¢ny bod.

Zjistéte, zda primka 2x —3y—3 =0 a uUsecka x = —2+ 5¢,
y=2—t, t€{0,1), maji spoleény bod. V kladném pfipadé
urcete jeho souradnice.

Zjistéte, zda primka xz+y —6 =0 a polopfimka x =1+ 2t,
y=-—-1+t, te{0,00), maji spoleény bod. V kladném pripadé
urcete jeho soutradnice.

Zjistéte, zda usecky AB a CD, kde A[l, —2], BI[3,2], C[6, 3],
DI[5, 2], maji spole¢ny bod. V kladném ptipadé urcete jeho sou-
radnice.

Zjistéte, zda polopiimky x=1+t¢, y=-24+3t, te€{0,00),
axr=2+s, y=—1+5s, s€ {0,00), majispoleény bod. V klad-
ném pripadé urcete jeho souradnice.

Je dan trojuhelnik ABC, kde A[-1, 1], BJ[3, 2], C[2, 5]. Urcete
rovnici primky, na niz lezi vyska v..

Je dan trojuhelnik ABC, kde A[l, —1|, B[4, 2], C[2, —6]. Urcete

rovnici primky, na niz lezi téznice ¢,.
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Je dan trojuhelnik ABC, kde A[l, —4], B[4, 5], C[—3, 5]. Urcete
souradnice priiseciku P os stran tohoto trojuhelniku.

Je dan trojuhelnik ABC, kde A[-3, 8|, BJ0, 2], C[3, 6]. Urcete
souradnice priseciku P vysek tohoto trojahelniku.

Ctverec ABCD mé stted S[—3, —2] a vrchol A[1, —3]. Uréete sou-
fadnice ostatnich vrcholl ¢tverce.

Rozhodnéte, zda c¢tyfahelnik ABCD, kde A[l,3], B[-1,9],
C[-2, —4], DI[0, —10], je rovnobéznik.

V rovnoramenném trojuhelniku ABC se zakladnou AB, kde
A[-3, 8], BJ[1, 0], je z-ova soufadnice vrcholu C rovna 3. Urcete
jeho y-ovou souradnici.

Urcete soutadnice vrcholu C' rovnoramenného trojuhelniku ABC
se zdkladnou AB, kde A[—4, 3|, B[2, 5], jestlize vrchol C' lezi

a) na ose z, b) na ose y.

V rovnoramenném trojuhelniku ABC se zékladnou AB, kde
A[2, —1], B[4, 3], lezi vrchol C na pfimce x +y — 1 = 0. Urcete
soutadnice vrcholu C.

Najdéte obraz A’ bodu A4, 0] v osové soumérnosti s osou p:
r—2y+1=0.

Najdéte obraz A’ bodu Al[l, 2] v osové soumérnosti s osou p:
r—= 143t y=—2+t teR

Urcete vzdalenost d bodu B[1, —3] od kolmého primétu bodu
A[3, —2| na pfimku p: 2x+y+1=0.

Urcete vzdalenost d bodu A0, 2] od ptimky BC, kde BJ9, 5],
Cl1, —1].

Urcete vzdalenost d rovnobézek

p:dr—4y+3=0 a q: z—y—7=0.

Urcete vzdalenost d rovnobézek

p:x=14+t, y=-2+3t teR, a q:x—%y—l—l:O.

Urcete vzdalenost d rovnobézek p: z=2t, y=-2+1, teR,
a g r=—-1+2s, y=1+4s, seR.
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Na ose x urcete vSechny body X, jejichz vzdalenost od bodu A2, 3]
je rovna 5.

Na ose y urcete vSechny body Y, jejichz vzdalenost od bodu A[4, 5]
je rovna H.

Na pfimce p: x =4+1t, y=3+2t, t € R, urcete bod C, ktery
ma stejnou vzdalenost od bodu A[l, 2] a B[—1, 0].

Na pfimce p: 3x — 4y — 3 = 0 urcete bod C, ktery méa stejnou
vzdalenost od bodu A4, 4] a BI[7, 1].

Na primce p: z — 2y + 1 = 0 urcete vSechny body, které maji od
bodu A[l, 1] vzdélenost d = /5.

Vypoctéte vzdalenost bodu X1, 3] od stfedu usecky z = 2 — 6t,
y=1—4t, te0,1).

Urcete hodnoty parametru a tak, aby téznice t, trojuhelniku
ABC, kde Ala, 3|, B[4, —1], C[-2, —3], méla délku /26.

Urcete velikost vysky lichobézniku ABCD, kde A[2, 1], BI8, 5],
C[5, 5], D2, 3].

Je déan trojuhelnik ABC, kde A[l, 2], B[3, 5], C[3, —8]. Urcete
velikost vysky v..

Je dan trojuhelnik ABC, kde A[2, 3], B[6, —1], C[5, 3]. Urcete
velikost uhlu a.

Ukazte, ze trojuhelnik PQR, kde P[2, 1], Q[4, 2], R0, 5], je pra-
vouhly, a urcete, u kterého vrcholu je pravy thel.

Urcete odchylku ¢ piimek p: vV3z+y—4=0 a ¢: y=+3z.

Urcete odchylku ¢ pfimek AB a C'D, kde A[2, 4|, B[4, 5], C[3, 4],
DI[4, 7.

Urcete odchylku ¢ danych primek p: x =142t, y=3+1, t € R,
a q: 3r—y+2=0.

Urcete rovnici osy thlu AV B, kde V[1, 2], A[4, 6], BI6, 2].

Urcete rovnice os soumérnosti danych riiznobézek p: 2x+y—1 =10
a qg: x+2y—3=0.
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Urcete rovnice os soumeérnosti rtznobézek p:

a ¢ xrx=1+t y=-1-3t, teR.

181

r+3y+5=0

Urcete rovnice os soumeérnosti danych riznobézek p: x =1+ 2t,

y=—-1+3t, teR, a ¢: © =2+ 3s,

VySetfete vzéjemnou polohu pfimek p = AB, A[—1,
a q: 3r—2y+1=0.

y=2s, seR.

1], B[2, —1],

Urcete hodnoty parametrii a € R, b € R tak, aby primka o rovnici
x + 4y — 14 = 0 byla osou usecky AB, kde A[l, —1], Bla, b].

Vysledky

1. p=1% 2. m=—3 3. m=—-3

4. m=2V m=3 5.a:%/\b:—8 6.a:4/\b:—§
T.a=2Ab=2 8.a=-2Ab=-1 9. a=-4Ac=4
10. Pfimky p a g jsou rtuznobézné (nikoliv kolmé).

11. P[0, 1] 12. [7, -2], [-2, 10], [1, 3]

13. [4, 3] 14. =§ ANc#—2

15. me (—2,3%) 16. m € (—3,00)

17. b= 12 18. b=2V b= —4

19. 22 +7y—34=0 20. 2z -3y—14=0

21. 524 —y—1=0 22. b=2 N c=-10

23. a=2ANc=-1 24. b=5ANc=1

25. a=3ANb=38 26. _2/\b_ s

27. m=-T 28. ¢c=0

29. m=-4 30. Ne.

31. Ano, [3, 1]. 32. Ano, [5, 1].

33. Ne. 34. Ano, [3, 4].

35. dr+y—13=0 36. x+2y+1=0

37. P[3, 1] 38. PI1, 5]

276
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39. B[-2,2], C[-7, —1], D[4, —6] 40. Ano.

41. y =6 42. a) C[1, 0], b) C0, 1]
43. C[-3, 4] 44. A'[2, 4]

45. A'[3, —4] 46. d =0

47. d=3 48. d =32

49. d = 210 50. d=2/5

51. X1[6,0], X2[—2, 0] 52. Yi[0, 8], Y20, 2]

53. C[2, —1] 54. C[9, 6]

55. [—1,0] a [3, 2] 56. 2v/5

57. a=2Va=0 58. /13

59. 2V/13 60. ir

61. Pravy uhel je u vrcholu P. 62. ¢ = %7‘(‘

63. p=1im 64. o= im

65. r —2y+3=0 66. r—y+2=0, 3xr+3y—4=0

67. 20 —2y—7=0, e +4y+3=0
68. x—y—%zO, r+y—1=0
69. Primky p a ¢ jsou navzajem kolmé rtiznobézky.

70. a =3 Nb="7

9.3. Kuzelosecky

a) Kruznice

Rovnice kruznice o stfedu S[m, n] a poloméru r — sttedovy tvar rovnice:
(6 —m)? + (y —n)? = 2
Rovnice te¢ny kruznice v jejim bodé T'[zg, yo]:

(z = m)(zo —m) + (y —n)(yo —n) = 1.
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b) Elipsa

Rovnice elipsy o stfedu S[m, n], velikostech poloos a (hlavni poloosa)
a b (vedlejsi poloosa) — stfedovy tvar rovnice:

— Je-li hlavni osa elipsy rovnobézné s osou x, méa elipsa rovnici

(w—m?  (y—n?

a’? b2

— Je-li hlavni osa elipsy rovnobézné s osou y, ma elipsa rovnici

(& —m)*  (y—n)"

b2 a? =1

Cislo e = Va2 — b2 (a > b) nazjvame excentricitou elipsy. Excentricita
je vzdalenost ohniska elipsy od stredu elipsy.

Rovnice teény elipsy v jejim bodé T'[zg, yo] (hlavni osa elipsy je rovno-
béZna s osou x):

(y —n)(yo — n)
b2

(x —m)(xo —m)

- =1.

+

a

Obdobné v pripadé hlavni osy rovnobézné s osou y.

c) Hyperbola

Rovnice hyperboly o stfedu S[m, n|, velikostech poloos a (hlavni polo-
osa) a b (vedlejsi poloosa) — stiedovy tvar rovnice:

— Je-li hlavni osa hyperboly rovnobézna s osou x, ma hyperbola rov-

nici
(x—m)* (y—n)?
> — 52 = 1.

— Je-li hlavni osa hyperboly rovnobézna s osou y, ma hyperbola rov-

nici ) )
a—m? (y=n?
b2 a2 o
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Cislo e = Va? + b2 nazyvame excentricitou hyperboly. Excentricita je
vzdalenost ohniska hyperboly od stredu hyperboly.

Asymptoty hyperboly jsou piimky, které prochazeji stredem hyperboly
a maji smérnice k = b/a, resp. k = —b/a (v pfipadé hyperboly s hlavni
osou rovnobéznou s osou z, analogicky v pripadé hyperboly s hlavni
osou rovnobéznou s osou y).

— Rovnice asymptot hyperboly s hlavni osou rovnobéznou s osou x
jsou

— Rovnice asymptot hyperboly s hlavni osou rovnobéznou s osou y
jsou

Rovnice te¢ny hyperboly v jejim bodé T'[zg, yo] (hlavni osa hyperboly
je rovnobézna s osou x):

(x=m)(@o—m) (y—n)(yo—n)
a? b2

=1.
Rovnoosa hyperbola s asymptotami v osach souradnic ma rovnici
xy =k, k#O.

Rovnoosa hyperbola s asymptotami rovnobéznymi s osami soufadnic
a stfedem v bodé S[m, n] ma rovnici

(x—m)(y—m)=k, k#O0.

Rovnice te¢ny této rovnoosé hyperboly v jejim bodé T'[zg, yol:

%((y —n)(xg—m)+ (z —m)(yo — n)) = k.
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d) Parabola

Vrcholova rovnice paraboly s osou rovnobéznou s osou y, vrcholem
V[m, n| a parametrem p, p > 0:

2p(y —n) = (z —m)?.

Cislo p je vzdalenost ohniska F paraboly od Fidici pfimky d paraboly.

Vrcholova rovnice paraboly s osou rovnobéznou s osou z, vrcholem
V[m, n] a parametrem p, p >0, je
2p(z —m) = (y —n)*.

— Je-li osa paraboly rovnobézna s osou y, je tecna paraboly v jejim
bodé Tz, yo] pfimka o rovnici

p(y —n) +p(yo —n) = (x —m)(xo —m).

— Je-li osa paraboly rovnobézna s osou x, je tecna paraboly v jejim
bodé T'[xg, yo] pfimka o rovnici

p(z —m) +p(xo —m) = (y — n)(yo — n).

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. V roviné jsou dany kruznice k; a ko o rovnicich
P24+ 2+60—10y+9=0 a 22+¢y?+18z+4y+21=0.
Vysetreme jejich vzajemnou polohu.
Reseni. Rovnice kruznic upravime na stiedovy tvar
ki: (x+3)2+(w—5)2%2=25 ke (x+9)2+ (y+2)> =64

Bod S1[—3, 5] je stfedem kruznice k; a bod S3[—9, —2] je stfedem kruz-
nice ky. Protoze |S152] = /36 +49 =+/85 ar; =5, ry =8, je

lr1 — 1| =3 < V85 < ry + 19 = 13.

Kruznice k1 a ko se protinaji ve dvou bodech.
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> PRIKLAD 2. Uréeme realné ¢islo ¢ tak, aby piimka z —y +c=0
byla te¢nou kruZnice o rovnici 2% + 32 — 6x + 4y — 45 = 0.

Reseni. Piimka je tecnou kruznice pravé tehdy, kdyz ma s kruznici
pravé jeden spolec¢ny bod. To nastane praveé tehdy, kdyz soustava rovnic

r—y+c=0, 22 +y? —6x+4y —45 =0

ma prave jedno reseni. Vypocitame-li z prvni rovnice neznamou y a do-
sadime do druhé rovnice, dostaneme

2?4 (z+¢)? — 6z +4(x+c) — 45 =0,
po upravée
222 + 2(2¢ — 2) + (¢* + 4c — 45) = 0.
Tato kvadratickd rovnice s nezndmou x ma pravé jedno feSeni prave
tehdy, kdyz pro jeji diskriminant plati
D =4(c—1)* — 8(c* +4c — 45) = 0.

Posledni rovnice mé dva realné rtizné koreny c; = —5 + 2v/29 a ¢y =
= —5 — 2v/29, kterym odpovidaji dvé tecny.

> PRIKLAD 3. Napi$me rovnici kruznice, kterd prochazi body A[3, 5]
a B[2, 6] a jejiz stied lezi na pfimce p o rovnici 2z + 3y — 4 = 0.

Reseni. Ukazeme dva zpiisoby reSeni.

I. Prvni bude , kopirovat® synteticky postup reseni. Stred S kruznice k
lezi na ose o usecky AB. Piimka o prochézi stfedem O tsecky AB,
O = 1(A+ B) =2, 11]. Vektor B— A = (-1, 1) je kolmy k pfimce o.
Rovnice pfimky o je —x +y —3 = 0.

Bod S je priisecikem ptfimek o a p. Jeho soutadnice dostaneme fesenim
soustavy rovnic

20 + 3y —4 =0, —x4+y—3=0.

Stfedem kruznice k je bod S[—1, 2]. Pro jeji polomér r plati r = |AS| =
P F 5,

Stifedovy tvar rovnice kruznice k je (z + 1)? + (y — 2)? = 25.
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II. Oznac¢me S[m, n| stied hledané kruznice k. Bod S lezi na piim-
ce p, proto plati 2m + 3n — 4 = 0. Na kruznici k lezi bod A, proto
r? = |AS]? = (m — 3)? + (n — 5)2, a bod B, proto 7> = |BS|* =
= (m —2)? + (n — 6)2. Odtud dostaneme druhou podminku pro sou-
fadnice stfedu S: m —n + 3 = 0. Stfedem kruznice k je bod S[—1, 2],
polomér je r = |AS| = v/42 4+ 32 = 5. Stfedovy tvar rovnice kruznice k
je (x+1)% + (y —2)* = 25.

> PRIKLAD 4. Napi$me rovnici kruznice, kterd je vepsana kosoctverci
ABCD, kde A[1, —2|, B[8, —3] a C[9, 4].

Reseni. Stfedem hledané kruznice je stied S kosoétverce. Bod S je
stfedem tsecky AC, S[5, 1]. Vzdalenost bodu S od strany kosoc¢tverce je
polomér kruznice. Napf¥. strana AB je pfimka o rovnici x 4+ 7y + 13 = 0.
5+7+13]  5v2

v1+49 2

Rovnice hledané kruznice je (z —5)? + (y — 1)? =

Proto r =

25
>

> PRIKLAD 5. U elipsy o rovnici 1622 + 25y? — 64z — 200y + 64 = 0
urceme souradnice stredu, délky poloos a délku tétivy, kterou dana
elipsa vytina na pirimce y = 1.

Reseni. Rovnici elipsy upravime do stiedového tvaru
16(2? — 4x) + 25(y* — 8y) + 64 =0,
16(xz — 2)% — 64 + 25(y — 4)? — 400 + 64 = 0,

_ 0)\2 A2
@2 -9 _,
25 16

Bod S[2, 4] je stfedem elipsy, a = 5, b = 4, hlavni osa elipsy je rovno-
bézna s osou .

Priseciky elipsy s pfimkou y = 1 uré¢ime dosazenim y = 1 do rovnice
elipsy. Dostaneme
1622 — 64z + 25 — 200 + 64 = 0,
162° — 64z — 111 = 0.

Odtud =z =2+ g 7 nebo x=2-— %\/7 Krajni body tétivy jsou
24 2v7, 1] a [2— 2V/7, 1]. Délka tétivy je 21/7.
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> PRIKLAD 6. Je déana elipsa o rovnici 922 + 16y? = 144. Napisme rov-
nici tecny této elipsy, ktera ma smeérnici £ = —1.

Reseni. Budou existovat dvé tecény elipsy dané vlastnosti. Jejich rov-
nice budou y = —x + ¢. Pfimka je tec¢nou elipsy pravé tehdy, kdyz ma
s elipsou spole¢ny prave jeden bod. To nastane pravé tehdy, kdyz sou-
stava rovnic

r+y—q=0, 922 + 16y* — 144 =0

ma prave jedno reseni. To nastane praveé tehdy, kdyz ¢ = 5 nebo ¢ = —5.
Rovnice tecen jsou y = —xr+5ay = —x — 5.

> PRIKLAD 7. Napi$me soufadnice vrcholt ¢tverce M N P(Q vepsaného
do elipsy o rovnici 22 + 4y? = 20. Vypoéitejme obsah tohoto &tverce.

Reseni. Vrcholy ¢tverce M N PQ lezi na elipse. Vzhledem k soumérnosti
elipsy podle jejich os a poloze elipsy vzhledem k osdm souradnic budou

body M, N, P, QQ lezet na primkach y =z a y = —z. Odtud
y=x A2’ 442 =20 <= 12 =4 <= =2V z=-2
Na pfimce y =z jsou body M]2,2] a P[-2, —2], body N[-2, 2]

a @2, —2] na pfimce y = —z jsou s nimi soumérné podle os elipsy.
Obsah ctverce je 16.

> PRIKLAD 8. Napi$me rovnice asymptot dané hyperboly o rovnici
22 — 2y — 42 + 8y — 20 = 0 a vypocitejme obsah trojihelniku, jehoz
dvé strany lezi na jejich asymptotach a zbyvajici strana na tecné hy-
perboly v jejim hlavnim vrcholu.

Reseni. Dana hyperbola mé stied S[2, 2] a poloosy a = 4, b = 2/2.
Rovnici hyperboly napiseme ve sttedovém tvaru

(x—2)% (y—2)?

=1.
16 8
Jeji asymptoty maji tedy rovnice
r—2 y—2
ar: — =0, tj. z—V2y—2+2V2=0,
r—2 y—2 )
as: + =0, tj. z+V2y—2-2V2=0.

4 2/2
Obsah trojahelniku je S = ab = 8v/2.
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> PRIKLAD 9. Uréeme stied a velikosti poloos rovnoosé hyperboly
xy —4x 4+ 6y — 12 = 0.

Reseni. Zadanou rovnici prepiseme do tvaru

(x+6)(y—4)+24—12=0, poupravé (z+6)(y—4) = —12.

Ma-li rovnooséa hyperbola rovnici xy = k nebo (x — m)(y — n) = k, je
délka jeji hlavni poloosy rovna a = /2|k|. Naopak, je-li a délka hlavni
poloosy hyperboly, je k = +3a?.

V nasem piipadé je a = /2 - | — 12| = 21/6.

> PRIKLAD 10. Napisme rovnici paraboly, kterd ma osu o rovnici
xr+1=0, dotykd se primky o rovnici y +9 =0 a prochazi bodem
M[-3, —5].

Resent. Protoze osa paraboly je rovnobézna s osou y a primka o rovnici
y + 9 = 0 je te¢nou ve vrcholu paraboly, je vrcholova rovnice paraboly
ve tvaru

Wy +9) = (x+1)%

Bod M[—3, —5] lezi na parabole, a tedy

2p(—5+9)=(-3+1)? = p=

DN

Rovnice paraboly je y +9 = (z + 1)2.

> PRIKLAD 11. Uréeme takovy bod paraboly o rovnici 22 = 12y, ktery
ma nejmensi vzdalenost od primky o rovnici y —x + 5 = 0.

Reseni. Hledany bod je bodem dotyku teény paraboly, kterd je rov-
nobéznéa se zadanou primkou. Tato te¢na mé rovnici y —x + q¢ = 0.
K nalezeni spolecného bodu tecny a paraboly budeme fesit soustavu
rovnic

y—x+q=0, z? =12y

pro neznamé z, y s parametrem ¢g. Ten urc¢ime tak, aby soustava méla
jediné feseni. Dostaneme ¢ = 3. Odtud pak x =6 a y = 3. Hledanym
bodem je bod M6, 3].
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NERESENE ULOHY

10.

11.

12.

13.

14.

. Napiste rovnici kruznice opsané obdélniku ABCD, kde A[2, —3],

C[8, 3.

. Vypocitejte pomér vzdalenosti nejblizsiho a nejvzdalenéjsiho bodu

kruznice o rovnici z? 4+ y? — 162 — 12y + 75 = 0 od pocatku sou-
stavy souradnic.

. Napiste rovnici kruznice vepsané ctverci ABCD, kde A[2, 1],

C[4, 11].

Napiste rovnici kruznice opsané trojihelniku ABC, kde A[l, 5],
B9, 1] a C[1, 1].

. Kruznice k mé stied S|—1, 3] a pfimka ¢ o rovnici x —2y+2 = 0 je

jeji tecnou. Napiste rovnici kruznice £ a napiste souradnice bodu
dotyku T tecny t.

. Napiste rovnici kruznice, ktera prochazi bodem A[8, 9] a dotyka

se obou os souradnic.

Napiste rovnici kruznice, ktera prochézi bodem A[2, 1] a dotyka
se osy y v bodé BJ0, 3].

. Urcete vzdélenost d bodu M|[—3, —8] od kruznice o rovnici

22 — 10z + 3% — 14y — 151 = 0.

. Vypoctéte délku d tétivy, kterou vytina kruznice 22 + y? = 25 na

primce o rovnici x — 7Ty + 25 = 0.

Uréete pocet spoleénych bodii elipsy o rovnici 22 + 9y? = 9 a kruz-
nice se sttedem v pocatku soustavy souradnic a polomérem r = 2.

Napiste rovnici kruznice opsané trojuhelniku ABO, kde A[6, 0],
B0, 12], 00, 0).

NapiSte rovnici kruznice, kterd prochazi body A[3,1] a B[4, §]
a ma stfed na ose y.

Napiste rovnici kruznice, kterd ma prumér AB, kde A[—2, —1],
B[4, 3].

Napiste rovnici kruznice, kterd prochazi body A[5, 4], B[7, 0] a ma
stfed na ose .
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Urdete stfed S a polomér r kruznice 22 + 3% + 8z — 6y + 9 = 0.

Napiste rovnici kruznice, kterd prochazi pocatkem soustavy sou-
fadnic a osy soufadnic protind v bodech [3, 0] a [0, 4].

Napiste rovnici kruznice vepsané kosoc¢tverci OABC, kde O[0, 0],
A[57 0]7 0[37 4]'

Napiste rovnici kruznice, ktera se dotyka primek o rovnicich x = 18
a r = —8 a prochézi pocatkem soustavy souradnic.

Napiste rovnici kruznice, ktera prochazi body A[—1, 0] a BJ[7, 0]
a jejiz sttred lezi na primce o rovnici 2x —y — 4 = 0.
Napiste rovnici nejvétsi kruznice, kterda ma vnittni dotyk s elipsou

o rovnici 22 — 8z + 4y? = 0, dotyka se osy x a lezi v poloroviné
>0
y 2 0.

Vypoctéte vzdalenost d bodu M|[3, 4] od stfedu elipsy o rovnici
2% + 4y? — 22 + 16y — 31 = 0.

Vypoététe délku d tétivy, kterou na elipse o rovnici 22 + 2y? = 27
vytina osa 1. a 3. kvadrantu.

Vrcholy ¢tverce lezi na elipse o rovnici 222 +y? —4x +4y —102 = 0.
Vypoctéte délku a strany tohoto ¢tverce.

Napiste stredovy tvar rovnice elipsy se stfedem v pocatku soustavy
soufadnic, kterd prochazi body M1, 3] a N[3, 2].

Napiste stfedovy tvar rovnice elipsy, ktera ma stred v pocatku sou-
stavy soufadnic, excentricitu e = 2v/2 a prochazi bodem M2, v/6).

Vypoctéte délku d tétivy, kterou urcuji priseciky primky o rovnici
x+ 2y — 6 =0 s elipsou 22 + 2y% — 18 = 0.

Urcete vsechna realna cisla ¢, pro ktera je primka ¢ —y+q¢ =20
se¢nou elipsy 922 + 16y? = 144.

Elipsa se dotyké osy = v bodé M[—4, 0] a osy y v bodé N0, 3].
Napiste rovnici elipsy, vite-li, Ze jeji osy jsou rovnobézné s osami

souradnic.

Osy elipsy jsou rovnobézné s osami souradnic. Elipsa se dotyka
osy v bodé M4, 0] a protina osu y v bodech NJ0, 3] a P[0, 9].
Napiste stfedovou rovnici elipsy.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.

9. Analytickd geometrie

Najdéte spole¢né body kruznice o rovnici 22 +y? =5 a elipsy
o rovnici x2 + 4y? = 17. Napiste rovnice tecen obou kfivek, kte-
ré prochéazeji jejich spolecnym bodem lezicim v 1. kvadrantu.

Napiste rovnici kruznice, ktera se dotyka primek o rovnicich y = 8
a y = —2 a prochazi pocatkem soustavy souradnic.

Napiste rovnici kruznice o nejvétsim poloméru vepsané do elipsy
o rovnici 2(z — 3)? + 5(y + 1)? = 10.

Napiste rovnici elipsy vepsané do obdélniku leziciho v 1. kvadran-
tu, jehoz jednim vrcholem je pocatek soustavy souradnic, jehoz
strany lezi na osach souradnic a jejich délky jsou 10 (strana na
ose ) a 8.

Urcete stied S a délky poloos a, b elipsy o rovnici

22 + 4z + 5y? — 20y + 20 = 0.

Urcete stred S a délky poloos a, b elipsy o rovnici

22 — 6z + 3y? + 18y + 27 = 0.

Vypoctéte souradnice ohnisek F, F' elipsy o rovnici

922 + 36 + 25y — 150y + 36 = 0.

Vypoctéte obsah trojihelniku, jehoz strany lezi na asymptotach
hyperboly 922 — 4y? — 36 = 0 a pfimce z — 6 = 0.

Napiste rovnice asymptot hyperboly
4?2 — 9y? — 16z + 54y — 101 = 0.

Rovnoosa hyperbola, jejiz asymptoty jsou osy souradnic, ma tecnu
o rovnici 3z — 4y — 12 = (0. Napiste rovnici hyperboly.

Napiste stredovy tvar rovnice hyperboly, ktera prochazi bodem
M][9, 2¢/5], ma asymptotu o rovnici 2z — 3y = 0 a mé hlavni osu
vV ose .

Vypoététe odchylku asymptot hyperboly 1622 — 2532 = 400.

Je rovnice z? — 2y? — 4z — 16y — 28 = 0 analytickym vyjadfenim

hyperboly? Nac¢rtnéte mnozinu bodt v roviné, kterou rovnice po-
pisuje.
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Hyperbola mé osy v osach soutradnic, tecnu o rovniciz —y —3 =0
a asymptotu o rovnici x — 2y = 0. Napiste stredovy tvar rovnice
hyperboly.

Napiste rovnici hyperboly, ktera se dotyka primky 5z — 6y — 8 =0
a jejiz asymptoty maji rovnice x — 2y = 0 a z + 2y = 0.

Napiste rovnici hyperboly, je-li délka jeji hlavni poloosy a = 12
a jeji ohniska jsou body E[—13, 2] a F[13, 2].

Napiste rovnici hyperboly s vrcholy A[—5, 2] a B[3, 2] a ohniskem
E[4, 2].

Napiste rovnici hyperboly, kterd ma stred v pocatku soustavy
soutadnic, jejiz hlavni osou je osa x, délka hlavni poloosy a =5
a excentricita e = 7.

Napiste rovnici rovnoosé hyperboly, jejimiz osami jsou piimky
y=x ay=—x a kterd ma délku hlavni poloosy a = 2v/2.

Napiste rovnici rovnoosé hyperboly, ktera ma stred v pocatku sou-
stavy souradnic, jejiz hlavni osou je osa x a tecnou je primka o rov-
nici y = 2z + 6.

Napiste rovnici rovnoosé hyperboly, ktera ma stred v pocatku sou-
stavy soutradnic, jejiz hlavni osou je osa y a te¢nou je primka o rov-
nici z — 2y — 9 = 0.

Vypoctéte souradnice sttedu S a délky poloos a, b hyperboly, ktera
m4 rovnici 2% + 4z — 3y? + 6y + 28 = 0.

Urcete souradnice vrcholu, parametr a nacértnéte parabolu o rov-
nici 22 — 4z — 4y + 20 = 0.

Napiste rovnici paraboly, kterd mé osu rovnobéznou s osou y a pro-
chazi body A[0, —6], B[—4, 10], C[-3, 0].

Urcete realné cislo k tak, aby se primka o rovnici z = ky + 2 do-
tykala paraboly 2 = 4y.

Urcete souradnice ohniska a parametr paraboly, kterda ma rovnici
y? — 8y — 122 — 8 = 0.

Napiste vrcholovou rovnici paraboly, kterd m&a vrchol v bodé
V|1, —3], prochazi bodem L[5, —9] a m& osu rovnobéznou s né-
kterou z os souradnic.
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Napiste vrcholovou rovnici paraboly, ktera ma ohnisko v bodé
F[2, 0] a fidici pfimku o rovnici y = 2.

Napiste rovnici te¢ny paraboly 222 — 9y = 0, kterd je rovnobézna
s primkou o rovnici 8z + 3y + 12 = 0.

Napiste rovnici teény paraboly o rovnici z2 — 6z —8y —7 =0
v jejim bodé T'[7, 7].

Vypoctéte délku d tétivy, kterou na parabole x? = 8y vytina
pfimka x —y +2 = 0.

Urdete redlna &isla a, b tak, aby rovnici 22 + bz —y + a = 0 byla
uréena parabola s vrcholem V|2, —3].

Napiste rovnici paraboly s vrcholem V[-2, 1], kterd prochazi
bodem M2, —3] a ma osu rovnobéznou s osou z.

Vypoctéte souradnice vrcholu V' a ohniska F' paraboly o rovnici
y? — 6z +4y +4=0.

Vysetrete, zda primka o rovnicich x =t+ 1, y= —2t, t € R, je
teénou paraboly o rovnici 22 + 4y — 8 = 0.

Urcete realné cislo m tak, aby primka o rovnici 2z — y + 4 = 0 byla
te¢nou paraboly o rovnici 22 — mx +y = 0.

Urcete realné cislo b tak, aby pfimka o rovnici z — 2y + 20 =0
méla s parabolou o rovnici y? = 5(x + 1) spole¢ny pravé jeden bod.

Urcete realné ¢islo a tak, aby primka o rovnici x + ay + 1 = 0 byla
te¢nou paraboly o rovnici 32 + 2y = z.

Vypoctéte souradnice vrcholu V' a ohniska F' a parametr p para-
boly o rovnici 2% — 8z — 3y + 10 = 0.

Vysledky

1. (x —5)*+¢y* =18 2. 1:3

3. (x—3)2+(y—6)>=13 4. (x—5)*+ (y—3)*> =20
5. (z+1)°+ (y—3)*> =5, T[0, 1]
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(x —5)*+ (y —5)*> =25 nebo (z —29)% + (y —29)* = 841

x> —4x+y* —6y+9=0 8. d=2
. d=5V2 10. 4

2 2 _ 2 2 _

¢ —6x+y  —12y =0 12. 2z +y* —10y =0
24+ y?—20—2y=11 14. 2?2 —4dax 4+ y?> =21
S[—4,3], r=4 16. 2> —3x4+y> —4y =0

-8z +y?—4y+16=0
2 —10x +y> — 24y =0 nebo z* — 10z + y*> + 24y =0

22 —6x+y>—4y—7=0 20. z° —8x+y* —2y+16=0
d =210 22. d =612

a=12 24. 52 +8y* =177

z? 4+ 2y° = 16 26. d =25

q € (—5,5) 28. 9(x +4)* +16(y — 3)* = 144

108(x — 4)? + 64(y — 6)* = 64 - 36

Mi[1, 2], Ms[—1,2], Ms[l, —2], Mi[—1, —2],
r+2y—5=0, +8y—17=0

2> —8x+y>—6y=0 nebo z°>+8x+y*>—6y=0
2 —6x+y>+2y+8=0
162> — 160z + 25y% — 200y + 400 = 0

S[-2,2], a=2, b=2V5 35. S[3,-3], a=3, b=+/3
E[2,3], F[-6, 3] 37. 54

2¢ —3y+5=0, 2e4+3y—13=0

zy+3=0 40. 4z% — 9y? = 144

a=77°19

Riiznobézné piimky z — 2y —2+4v2 =0, =+ 2y —2 —4/2 = 0.
% — 4y? =12 44. % —4y®> =4

25z° — 144(y — 2)® = 144-25  46. 9(z +1)* — 16(y — 2)° = 144
2422 — 25y% = 600 48. xy =4 nebo zy = —4
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49.
51.
53.
55.
56.
57.
59.
61.
63.
65.
67.

22—y =12 50.
S[—2,1], a=3, b=3V3 52.
y=22"+4z -6 54.
F[1,4], p=6

(y+3)?>=9(x—1) nebo (z—1)*=
(r—2)> = —4(y—1) 58.
r—y—7=0 60.
a=1, b= —4 62.
V[0, -2], F[2, —2] 64.
m =6 nebo m = —2 66.
a=0 nebo a=—4 68.

9. Analytickd geometrie

—x? 4 y* —27=0
V2,4, p=2, ofly
b=
—5y+3)

8r+3y+24=0

d=16

v =2y —dx =17

Dané primka je se¢nou paraboly.
b=3

V4, -2], Fl4,-3], p=15

9.4. Pfimky a roviny v prostoru

Parametrické rovnice roviny:

r=a1+uir + vis,
Y = az + uar + 28, r,s € R;
Z = a3 + ugr + vss,

Alay, az, a3] je bod roviny, u = (u1, ug, uz), v = (vi, vz, v3) jsou
smeérové vektory roviny (linedrné nezavislé).

Obecny tvar rovnice roviny:

ax + by + cz +d = 0;

n=(a, b, c)# (0,0,0) je normalovy vektor roviny.

Parametrické rovnice primky:

r = aq —|—U1t,
Yy = ag + ust,
z = a3 + ust,

teR;

Alay, as, ag] je bod pfimky, u = (uq, us, ug) # (0, 0, 0) je smérovy

vektor primky.
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e Primka jako priisecnice dvou rovin:

a1 +by+ciz+d; =0, a2 + boy + coz + do = 0.

RESENE ULOHY

> PRIKLAD 1. VySetfeme vzajemnou polohu piimky p, p = AB, kde
A[3, 4, 1], B[2, 7, 6], a pfimky ¢, kterd je prusec¢nici rovin a o rovnici
r—2y+z—1=0apforovniciz+y—2+4=0.

Resend. Existuje nékolik postupt feSeni. Zvolime ten, ktery bude vy-
uzivat parametrické rovnice obou primek. Nejprve ur¢ime smérovy vek-
tor u=B — A= (-1,3,5) pfimky p. Jeji parametrické rovnice jsou
r=3—-t, y=4+3t, z=1+5t, teR.

K odvozeni parametrickych rovnic piimky ¢ urc¢ime nejprve jeji smé-
rovy vektor v = (v1, vg, v3). Vektor v je kolmy k obéma normélovym
vektortim v, a vg zadanych rovin, a tedy v - v, = v-vg = 0. Protoze je
vo = (1, -2,1) avg = (1,1, —1), plati

v, — 209 +v3 =0, v1 + vy —vg = 0.

Pro souradnice vy, vo, v vektoru v jsme ziskali soustavu 2 rovnic
o 3 nezndmych. Tato soustava ma nekonecné mnoho feseni v; = m,
ve = 2m, vz =3m, m € R. Smérovym vektorem ptrimky ¢ je kazdy
vektor v = (m, 2m, 3m), m # 0. Budeme volit m = 1.

Urcime jeden bod pfimky ¢. Zvolime-li jeho z-ovou soutadnici rovnou 0,
dosazenim do rovnic rovin a a 3 dostaneme y = 3 a z = 7. Pfimka ¢
ma parametrické rovnice

r=t, y=3+2t, z2=7+3t', t eR.
Vektory u = (-1, 3,5) av = (1, 2, 3) jsou linedrné nezavislé, proto za-
dané primky nejsou rovnobézné.
Abychom zjistili, zda jsou rtiznobézné, budeme hledat jejich spole¢ny

bod. Existuje-li takovy bod, pak pro jeho parametr ¢ na primce p a pa-
rametr ¢’ na primce ¢ plati

3—t=t, 4+3t=3+2t, 14+5t=7+3t.
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Prvni dvé rovnice maji feSeni t = 1, ' = 2. Tato dvojice vS8ak nevyho-
vuje treti rovnici. Spoleény bod pfimek p a ¢ neexistuje, prfimky jsou
tedy mimobézné.

PRIKLAD 2. Napi$me obecnou rovnici roviny «, kterd prochézi po-
¢atkem soustavy soutradnic a je kolma k pfimce p = AB, kde A[3, 4, 7]
a B[2, —1, 3].

Reseni. Protoze rovina prochazi poc¢atkem soustavy soutradnic, je ab-
solutni ¢len v obecné rovnici roviny roven 0. Hledame rovnici ve tvaru
ax + by + cz = 0. Smérovy vektor v=A — B = (1, 5,4) pfimky p je
normalovym vektorem roviny «. Rovnice roviny je x + 5y + 4z = 0.

PRIKLAD 3. NapiSme rovnici p¥imky p, kterd prochazi bodem
A[3, 4, —1], je kolma k pfimce m o rovnicich = =2+1¢, y =2 — 2t,
z =1+ 3t a protina ptimku n o rovnicich * = —1+2¢, y =1+ t¢,
z=1-—2t.

Reseni. Oznac¢me u = (uy, ug, uz) smérovy vektor ptimky p. Je-li v =
= (1, =2, 3) smérovy vektor piimky m, je u-v = u; — 2uy + 3ug = 0.
Primka p lezi v roviné «, uréené primkou n a bodem A. Smérové vektory
této roviny jsou napiiklad vektory a = (2,1, —-2) a b= M — A =
= (—4, -3, 2), kde M[—1, 1, 1] je bod ptfimky ¢. Vektor u je linearni
kombinaci vektort a a b:

u=(uy,us,ug) = Aa+ pub=XA2,1, -2) + u(—4, -3, 2).
Odtud dostaneme

up =2\ —4p, ugx =A—3u, us=—2\+2pu.

Dosadime-li do podminky u; — 2us + 3uz = 0, dostaneme
(2A —4p) — 2(A — 3p) + 3(—2A +2u) = 0.

Tato rovnice ma nekonecné mnoho teseni A = 8r, u = 6r, kde r je
libovolné realné ¢islo. Pak kazdy vektor u = (—8r, —10r, —4r), r # 0,
je smérovym vektorem primky p. Volime-li r = —%, dostaneme para-
metrické rovnice primky p ve tvaru

r=3+4t, y=44+5t, z=-1+2t.
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NERESENE ULOHY

10.

11.

12.

13.

14.

. Napiste parametrické rovnice primky p, ktera je priise¢nici rovin

orovnicichx+y—2z—4=0a2rx—y+2+3=0.

. Napiste parametrické rovnice téznice t. v trojuhelniku ABC', kde

A[2,3,7], B[4,7,3], C[2, 1, 1].

Urcete realné cislo m tak, aby primka p o rovnicich x = 2 4+ mt,
y=1—t, z=2-3t, te R, protinala pfimku g o rovnicich
r=1—-t, y=-2+3t, 2=2—-1t/, t' €R.

. Napiste obecnou rovnici roviny, kterd prochazi body A[—2, 3, 6],

B[1, 0, —5] a je rovnobézna s osou .

. Napiste obecnou rovnici roviny, kterd prochézi bodem A[5, —1, 2]

a je kolmé k pfimce AB, B[3, 2, —1].

. Napiste obecnou rovnici roviny, kterd prochazi body A4, 0, 0],

B[0,5,0] a C[2, 2, 1].

. Napiste parametrické rovnice roviny, kterd prochazi body

A[4, 3, —11], B[-1,2,4] a C[-2, 2, 2).

. Vysetite vzajemnou polohu roviny o rovnici z + 2y — 32 —4 =0

a primky o rovnicich x =1-9t, y=2+4+3t, 2 =2 — 1.

. Urcete realné cislo a tak, aby pfimka o rovnicich x =1+ 4¢t,

y=—2+43t, z=1 byla rovnobézna s rovinou ax + 3y — 5z = 0.

Urcete realna cisla a, b tak, aby rovina ax + by + 6z — 7 = 0 byla
kolma k pfimce o rovnicich * =2+2t, y=—-5—-4t, z = -1+ 3t.

Napiste rovnici pfimky, kterda prochdzi bodem M9, 3, —4] a je
kolma k rovin€ o rovnici bx + 3y — 72+ 1 = 0.

Vypoctéte souradnice priseciku P primky p s rovinou g. Primka p
je kolma k roviné p o rovnici £ +2y+32—30 = 0 a prochazi bodem
A[3, 1, —1].

Ukazte, ze primka p o rovnicich * = —-5+4+3t, y=2+1, 2z =4t
je rovnobézna s rovinou o rovnici x +y — z + 15 = 0.

Rozhodnéte, zda pfimky p o rovnicich xz=2-—t, y=1+ 2t,
z2=3+4+4t aqorovnicich x =4+4+2t, y=2-3t, z=2+ 2t
jsou kolmé a rtiznobézné.
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15. Rozhodnéte zda primka p o rovnicich z=2-t, y=1+ 3t,
z =2 -+1 jerovnobézna s primkou g, ktera je priisecnici roviny «
o rovnici x+y—2z+4+3 = 0 a roviny 3 o rovnici 2z 4+y—2—1 = 0.

Vysledky

1. x=t, y=2+5t, =z2z2=-1+4+3t

2. =241t y=14+4t, z=1+4t

3. m=—3 4. 11z +32+4=0

5. 22 —3y+32—-19=0 6. Sx +4y+22—-20=0

7. r=44+5+6v, y=3+u+v, z=-11—15u —13v

8. plo 9. a= -1 10. a =4, b= -8

11. 2=9+5t, y=3+3t, 2=—-4-7Tt
12. PJ5, 5, 5] 14. Nejsou. 15. Je rovnobézna.



Kapitola 10.
TESTY

Posledni kapitola obsahuje ukazky testii. V celé sbirce jsou tlohy for-
mulovany jako oteviené ulohy, tzn. tlohy, jejichz feseni nezname, reseni
nam neni nabidnuto a musime je vytvofit a odpovéd formulovat sami.
V testech v této kapitole jsou tlohy formulovany jako uzaviené. Je na-
bidnuto pé€t moznosti odpovédi, z nichz pravé jedna je spravna. Prvni
dva testy jsou sestaveny z prikladt sbirky a u vétSiny testovych tuloh
jsou odkazy na tlohy, které jsou v predchéazejicich kapitolach formulo-
vany jako oteviené. Pokud budete pozorné cist, jsou tlohy 13 v testu
¢. 1 a 15 v testu ¢. 2 bez odkazt. Ve tiech typech tloh, které jsme ozna-
¢ili v predmluveé, jsme uvedli pouze typy tloh a v testech se tyto typy
uloh mohou lisit numerickym zadanim. Ostatni tlohy testu jsou vybi-
rany pouze z uloh v predchézejicich kapitolach a jsou pouze prevedeny
do uzaviené podoby.

10.1. Test ¢. 1

1. (Prevod ulohy 62 z kap. 1.)

, u v v u ,
Vyraz — : + je roven
(u—v u+v> (u—v u+v>
a) 0 pro u#v A u# —v,
b) 1 pro u#uv A u# —v,

c) utv pro u # v A u # —uv,
U—v

d) e-v pro u # v A u # —v,
U+ v

1

e) —— pPro u+*v AN u —.
) 5 Pro u# 7
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2. (Prevod tlohy 12 z kap. 2.2.)
Ktery z nésledujicich graffi je graf funkce f: y=|(z+1)% + 1|7

e) zadny z grafi a)—d).

3. (Prevod ulohy 35 z kap. 3.3.)
Rovnice cos?z +cos2z+1=0

ma v intervalu {0, 27) pravé jedno feseni,

Q

o o
N N N N N

ma v intervalu {0, 27) pravé ¢tyfi feseni,

nema v intervalu (0, 27) zadné feSen,

@

ma v intervalu {0, 27) pravé dvé feseni,

ma v intervalu (0, 27) pravé tii feseni.

@

4. (Prevod ulohy 29 z kap. 3.4.)
Rovnice 2% +2172° =3

a) ma v R pravé jedno feseni, b) ma v R pravé dvé feseni,
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c) nema zadné feseni v R, d) mé v R pravé tii reseni,
e) ma v R pravé ¢tyfi feseni.

. (Prevod ulohy 23 z kap. 4.1.)

Mnozina vSech feSeni nerovnice |x + 3| > |z — 2| je

a) <_%7OO)7 b) (07 OO), C) (_37_%)7
d) (_%72)7 e) <27OO)
. (Prevod ulohy 79 z kap. 5.)
V aritmetické posloupnosti (a,)52; je ¢len a; = —1 a diference

d = 2. Cleny ag a aig jsou:

a) 13a 17, b) 12a 16, c) 12a 17, d) 14a 18, e) 12 a17.

. (Prevod ulohy 74 z kap. 6.)

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

2 = 2[cos(ym) + isin(3m)] - (3[cos(§m) +isin(4m)])’

je

a) 18[cos(3m) +isin(3m)], b) 6[cos(57) + isin(zm)],
c) 5lcos(3 )+1sm(§ )], d) 6[cos(5m) + isin(5m)],
e) 18[cos(5) + isin(L)].

. (Prevod ulohy 61 z kap. 7.)
Stredy tétiv kruznice k(O;r), které prochazeji jejim vnitifnim bo-
dem M # O, lezi

a) na parabole o vrcholu O a ohnisku M,

o

o
N — — —

na ose usecky OM,
na kruznici I[(M;|OM|),
na kruznici nad primérem OM,

@]

@)

na parabole o vrcholu M a ohnisku O.

. (Prevod ulohy 61 z kap. 8.)
Pomér objemu krychle ABCDEFGH a objemu jehlanu ABCF je

a) 3:1, b) 6:1, c) 4:1, d) 8:1, e) 9:1.
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10. (Prevod ulohy 69 z kap. 9.2.)

11.

12.

13.

14.

Piimky p= AB, A[-1,1], B[2,-1], a ¢: 3x—2y+1 =10 jsou

a) totozné,

b) rovnobézné rizné,

c) navzajem kolmé ruznobézky,
d) rtznobézné, nikoliv kolmé,
e) mimobéZné.

(Prevod tulohy 67 z kap. 9.3.)

Primka o rovnici z+ay+1=0 je tecnou paraboly o rovnici
y? + 2y = x pro

a) a=1, b) a=0 nebo a= —4,
c) a=1 nebo a= -1, d) a=3,
e) a=4.

(Prevod dlohy 17 z kap. 2.5.)

Jestlize cosa=—1v2, a€ (0,7), pak

a) tga =0, b) tga:—%\/g,
c) tga neni definovén, d) tga =1,
e) tga=—1.

Mnozinou vSech feseni nerovnice 3/*T1 <9 s nezndmou = € R je
a) <_3> 1>7 b) <_47 2>7

c) (=3,-1)U(-1,1), d) (—oc0,—1)U(—1,00),

e) (—1,0).

(Prevod dulohy 41 z kap. 3.2.)

Rovnice 1222 + (8p + 8)x + p?> — 1 = 0 (s nezndmou x) neméa Z4d-
ny realny kotren prave tehdy, kdyz

a) p€(=7,-1), b) p€ER,

¢) p€(—o0, =T U(=1,+00), d) p# -7 Ap#—1,

e) p>—L
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15. (Prevod ulohy 21 z kap. 2.7.)

Definiénim oborem funkce f:y = /In(x?) je mnozZina
a) R— {_17 0, 1}7 b) (_007()) U (07 00)7
C) (07OO)> d) <_OO7_1> U <17OO)5
e) (1,00).

Visledky: 1b, 2d, 3d, 4d, 5a, 6a, Ta, 8d, 9b, 10c, 11b, 12e, 13a, 14a, 15d.

10.2. Test ¢. 2

1. (Prevod ulohy 63 z kap. 1.)
Mnozina vSech realnych cisel x, pro ktera je vyraz

i

L—(1+Va2(l—vo)2 (1-a)

roven —1, je:

a) (0,00), b) (0,1), c) (0,1)U(1,00),
d) 0, e) (1,00).
2. (Prevod dlohy 11 z kap. 2.3.)
ur Na obrazku je graf funkce:
\/f 2
|
- 1 R—{2
} a) Yy z_9 +1, ze { }7
|
) | b) y=(z—2)% z€R,
**************** 2 — 2
I N = R—{2
\ 1 . C) Yy T —9 y T € { }7
O\ 2 v -3
| = — R—{2
\ Q) y=-—, weR-{2),
1+

e) y=- , € R—{2}.

— 2
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3. (Prevod ulohy 49 z kap. 3.3.)

Ve v v v / . . 2
Mnozinou vSech Teseni rovnice sin

x—4cosx —4 =0 je

a) U{ir+ke}, D) 0, o) U {2k},

kez kez
d) kLEJZ{%W + 2km}, e) k:Ler{(Zk + 1)m}.

4. (Prevod ulohy 30 z kap. 3.4.)
Jestlize log,y = 1log,(3z) —2log,(z +1) + 3, pak &slo y je
rovno

vV 3x 2V 3x 3

a) b) c)

2(x +1)27 (x +1)2 2(x+ 1)
3 1
d) 0t e) —3 — 1z

5. (Prevod tulohy 24 z kap. 4.1.)
Mnozina vsech feSeni nerovnice |r —3|—1= |z —1| je

a) %7OO>7 b) %73>7 C) (—007% )
d) (3,00), e) (1,00).

6. (Prevod dulohy 80 z kap. 5.)

V geometrické posloupnosti (a, )22, jsou ¢leny as =3 a as = ;.
Clen a, je:
a) 9, b) 27, c) 1, d) s, e) —9
7. (Prevod ulohy 69 z kap. 6.) 5+ 4
Goniometricky tvar komplexniho ¢isla z = 5 ! je
—i
a) 2[cos(37) + isin(3)], b) 2[cos(2m) +isin(2m)],
c) [cos(37) +isin(3)], d) v2[cos(inm) +isin(37)],

e) \/_[COS( )+1s1n(§ )]-
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. (Prevod ulohy 62 z kap. 7.)

Obsah c¢tverce, ktery je vepsan do pravouhlého rovnoramenného
trojuhelniku ABC' s preponou c¢ tak, Ze jedna jeho strana je na
preponé a zbyvajici dva vrcholy na odvésnach, je roven

c? c? c? c?

b)g, C)Z, d)g, e)

Q
Sl %

(Prevod 1ulohy 62 z kap. 8.)

Objem télesa, které vznikne rotaci rovnoramenného pravotuhlého
trojuhelniku s ramenem a kolem pfepony, je

a)

w

7T(13 7ra3 3 3
b)

3v3' 3v2

(Prevod dlohy 70 z kap. 9.2.)

Piimka x 4 4y — 14 = 0 je osou tsecky AB, kde A[1, —1], BJa, b],
pravé v pripadé, ze

a) a=7ANb=6, b)) a=3ANb=T,
d) a=1Ab=-1, e) a=—-1ANb=2.

c) a=—-1ANb=3§,

(Prevod 1lohy 68 z kap. 9.3.)

Parabola o rovnici 22 — 8z — 3y + 10 =0 mé vrchol V a ohnis-
ko F' a parametr p, pro které plati

a) V[_4v 2]7 F[_47 %]7 p=3,
b) V[4,-2], F[4, -3], p=3,
c) V[4,-2], F[4,-2], p=15,
d) V[-4,2], F[-4,1], p=15,
e) V[4,-2], F4, 1], p=15.

(Prevod ulohy 17 z kap. 2.5.)

\V 2+ sin’

Defini¢nim oborem funkce f: y = je mnozina

1+ cosx
a) R— | {2k~n}, b) R— U {37+ knr},
kez kez
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o) R— U {2+ 1)}, @) R— U (k)
&) R U (hr + br).

> 1 s neznamou x € R

13. Mnozinou vSech feSeni nerovnice

e o3

a) (1,3)U(3,5), b) (5,00),

c) (1,5), d) (—o00,3) U (3,00),
) (1)

14. (Prevod ulohy 42 z kap. 3.2.)

Rovnice 922 — 6ax + 9a = 0 (s nezndmou ) m4 dva riizné kladné
koteny pravé tehdy, kdyz

a) a € (0,00), b) a € (9,0),
c) a€R, d) a € (—00,0)U (9,00),
e) a€(0,9).

15. Jestlize sin2a =1, pak

a) tga =1, b) tga = /3,
c) tga=—1, d) tg« neni definovan,
e) tga =0.

Vysledky: 1c, 2c, 3e, 4b, ba, 6a, 7e, 8d, 9b, 10b, 11c, 12c, 13a, 14b, 15a.

10.3. Test ¢. 3

1. Vyraz (22 +9%)? — (22 — y?)? je pro vSechna z,y € R roven:

a) 2y, b) 2xy, c) 4dzty?,
d) 4292, e) 4xy? + 2yt
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. Ktery z nasledujicich graft je grafem funkce f: y = %|x — 3|+ |x|?

-—2
z
a) -—4 b) B
+2
XT X
) 7 2 o2 4 Q) 7 2 o s 4

e) zadny z grafi a)—d).
. Nejvetsi zaporny koren a nejmensi kladny kotren rovnice

2cos2x—\/§sin:1:—2:0

jsou
a) —%7? a T, b) —%71' a T, c) —m a m,
d) -7 a 3, e) —3T a i
1 2x — 5 1
. Rovnice 085 (21 ) -
logg(z* —8) 2

a) ma pravé jedno FeSeni x1, lezici v intervalu (%, V8),
b) mé pravé jedno feseni x1, lezici v intervalu (3, 00),
c) nema zadné realné fesenti,
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d) ma pravé dvé feSeni, obé z intervalu (3, 00),
e) ma pravé dvé feSeni, z1, lezici v intervalu (g, V8), a xo, lezici
v intervalu (3, 00).

.. 1w : ) 10 _
5. Mnozina vSech feseni nerovnice < je
T+ 2 r—1

a) (_007 _5) U (_17 1) U (17 OO),

b) (—OO, _2) U (17 OO),

c) (=2,1),

d) (—5,00),

e) (_OO> _5) U (17 OO)
6. V aritmetické posloupnosti (a,)52; jsou ¢leny as = —2 a a5 = 13.

Clen a; je:

a) —b, b) —4, c) —6, d) -3, e) —T.

y S L. 9—0501 . .
7. Komplexné sdruzené cislo k ¢islu z = -+ 21— 3 je
—3i

a) —1+3i, b) —1—3i, ¢) 1-3i, d) 1+3i, e) 2— i

8. Rozdélime-li isecku AB na n stejnych dili a nad kazdym z nich se-

10.

strojime pilkruznici, je soucet délek vsech sestrojenych ptlkruznic
roven
7| AB|
a) :
V6

m|AB|
3 Y

7|AB|
\/§ ’

7|AB|
\/§ ’

w|AB|

e) 5

b)

c)

d)

. Kvadr, ktery ma jednu hranu @ = 4m, objem V = 140m? a povrch

S = 166 m?, mé zbyvajici rozméry
a) 3m, 6m, b) 5m, 6m, c) 5m, 7m,
d) 5m, 8m, e) 7Tm, 8m.

Trojthelnik s vrcholy A[l, a], Bb, c|, C[3, %], jehoz zékladna AB
lezi na primce = + 2y — 5 = 0, je rovnoramenny prave tehdy, kdyz
a) a=2Ab=2Ac=3, b) a=2Ab=6Ac=-1,
c) a=2ANb=—-1Ac=3, d) a=2Ab=3ANc=1,
e) a=2ANb=5—-2¢, ceR.
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11. Ptimka p o rovnici z —y+m =0 je secnou kruznice o rovnici
2% — 2z +y? + 4y = 0 pro viechna m z mnoZiny

a) (=3—-+10,-3++V10),  b) (-3—+10,-3+ V10),
C) {_3 o \/Ev -3+ \/1_0}7 d) (_37 3)7
e) (—6—+/10,—6 ++/10).

2

, 1—sin“z .
12. Vyraz tgzx- 5 je roven
cos“xr — 1
a) —cotgz pro z € R— | {im+ 2kn},
keZ
b) —tgz pro z € R— |J {3k},
kezZ
c) —cotgz pro x € R— |J {kn},
keZ
d) —tgz pro z € R— | {37+ kr},
kez
e) —cotgx pro z € R— |J{3kr}.
keZ

13. Mnozinou vsech feSeni nerovnice |1—3x| 2 1 s neznamou x € R je

a) (_OOvO>U<§7OO)7 b) (_0070)7
c) (1,00), d) (—00,3)U(3,00),

e) (—oo,—1)U{l,00).

14. Jestlize jednim kofenem rovnice 22 + (3p +4)x +2p?> + Tp +3 =0

(s neznamou x) je ¢islo 1 = —1, pak druhy kofen je

a) xo =3, b) 2o =-2V 25 =0,
c) w2 =0V xy =3, d) zo=-3V x5 =3,
e) To = —3.

15. Jestlize cos(a + %ﬂ') =1, pak

a) cotga =0, b) cotga = —1, c) cotga = —/3,
d) cotga = /3, e) cotga neni definovan.

Vysledky: 1d, 2c, 3b, 4b, ba, 6e, 7b, 8e, 9c, 10d, 11b, 12e, 13a, 14d, 15a.
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10.4. Test C. 4

1. Pro kazdé x = 0 je vyraz i‘/?/\/}- \/\3/ Wx roven

1
V=3 r € R—{0}.

@)
o~

a) w1z, b) ¥z, ¢) z3, d) z=, e) x5,
2. YA Na obrazku je graf funkce:
1 _ a) fr y=a22+3r—-2, xR,
0 | v b) g y=—-a2?+22—4, v R,
| c) h: y=22-3x—-2, v €R,
-3 d) k: y=—-22-2r-3, v €R,
)

3. Mnozinou vsech feSeni rovnice [sinx — 2| =cos?z +1 je

a) U {37+ kr}, b) U {knm, 37+ kn},
kez kez

¢) U {57+ 2k, kr}, d) {—3m 0, 37, 7},
kEZ

e) R.

4. Rovnice log,(2x — 3) + log, 3z = log,(8x — 12)

(@

méa pravé jedno feseni v intervalu 00),

29
’ /o~ . v v z . 4
mé pravé jedno feseni v intervalu (3, 00).

a) ma pravé jedno feSeni x1, leZici v intervalu (%, 3,
b) nemd zadné redlné fesenti,
¢) ma pravé dvé feseni v intervalu (2, co),

) 3

@)

5. Mnozina vSech FeSeni nerovnice 4|x|+ |2 — x| <3 je

a) (_%7%>7 b) (_%70>7 C) (_007%)7 d) <07%>7 e) (_
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. Mezi ¢isla 32 a 2 vlozte tii cisla tak, aby spolu s vlozenymi ¢isly

tvorila pét ¢lenti geometrické posloupnosti. Prostredni z vlozenych
Cisel je:

a) 8, b) -8, c) 4, d) —4, e) 16.

. Algebraicky tvar komplexniho ¢isla

z=(=1+2i)*+ (3 —4i)(2 i)
je
a) 10 — 15i, b) 19 — 15i, ¢) —1—15i,d) 6 +7i, e) 7+ 8i.
Do thlu velikosti 60° jsou vepsany dva dotykajici se kruhy. Vzda-

lenost stredu mensiho kruhu od vrcholu thlu je 5 5. Potom pomér
obsahti obou kruhti je roven

a) 1:4, b) 1:8, c) 1:3, d) 1:9, e) 1:5.

Zmensime-li polomér podstavy kuzele o polovinu a jeho vysku
zvétsSime o 20 %, zmensi se objem kuZele o

a) 30 %, b) 20 %, c) 80 %, d) 70 %, e) 60 %.
Rovnice vysky v, v rovnostranném trojuhelniku ABC, A0, 0],
BI6, 0], je

a) V3r+y+6=0, b) r+V3y—6=0,

e) x++v3y=0.

Ohnisko elipsy o rovnici 2522 + 9y? — 100z — 18y — 116 = 0, je-

hoz vzdalenost od pocatku soustavy souradnic je veétsi nez 4, je
bod

a) 2,3, b)[24], ¢ [-2,5, d)[2 -5, e) [2 5]

Jestlize cos(a+ m) =1, pak

a) cotga = /3, b) cotga neni definovan,
c) cotga =1, d) cotga = —1,

e) cotga = 0.
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13. Mnozinou vsech FeSeni nerovnice 2=l > 4 s neznadmou = € R je
a) (—oo,—1)U(3,00), b) 0,
C) (_007 _3) U (57 OO>7 d) (57 OO),
e) (—o0,1)U(1,00).

14. Rovnice (p —10)z? + 6z —p =0 (s nezndmou ) mé alespon je-
den realny koren pravé tehdy, kdyz

Q

@]
o — o T

p € (—o0, 1)U (9,10) U (10, +00),
p € (1,9),

p € (1,9,

p€eR—-{1,9,10},

p € (—o00,1) U9, +00).

o

o

1
15. Maximalni defini¢ni obor funkce f(x) = . je
log(x — 1)
)

a ®7 b) {1}’ C) R_{l},
d) (-1,1), e) (—oo,—1)U(1,0).

Vysledky: 1a, 2b, 3c, 4b, ba, 6a, 7c, 8d, 9d, 10b, 11e, 12b, 13a, 14e, 15a.

10.5. Test ¢. b

1. Mnozina vSech realnych cisel a, pro ktera je vyraz

(@ + V3 s [(a+ VB)(av3) ]

roven 1, je
a) (0700)7 b) (—O0,0),
c) R—{0}, d) 0,

e) ruzna od mnozin uvedenych v a)—d).
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2. Ktery z nasledujicich graft je graf funkce

333—|—33:2—|—3a:—|—1?
fry= /
9 + 9

I
W

I
[\)

LS

|
W

|
[\

L AS]

[\
[\

Ve
LA

LS

3. V intervalu (0, 47) mé rovnice tgx + 2sin®z =0 pravé
a) 8 FeSeni, b) 4 feseni, c) 12 FeSeni,

d) 7 feseni, e) 6 feseni.

4. Jestlize log,y = 2logy(z —2) — 2log,(x + 2) — 2, pak ¢islo y je

T — 2 r—2 (z —2)?
Y dat2) Y Sty ) wroe
(v —2)° (v —2)?
Vierrr Y amrae

5. Mnozina vSech feSeni nerovnice |z|+ |z — 5] <8 je
a‘) (_%7§)7 b) (_%70>U<57%)a
C) (_007 _%) U (07 5)7 d) (Oa 5)7
e) (—3,5).
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Clen a4 posloupnosti (a,)% ;, ktera je dana rekurentni formuli

Gnt1 = 3a, — 2 a ¢lenem a; = 2, je:

a) 28, b) 10, c) 26, d) 30, e) 22.

—11 4 131
Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z = % je
i

a) 3, b) 29, c) 7, d) v29, e) V3

. Jestlize v trojuhelniku ABC' je tihel v = %(oz + (), potom je jeho

velikost rovna

a) 30°, b) 45°, c) 60°, d) 120°, e 135°.

Povrch rota¢niho kuzele vepsaného do krychle o hrané a tak, ze
podstava je vepsana do stény krychle, je

a) 1(1+ v5)ma?, b) 1(1+ v5)ma?,
¢) 3(1++3)ma?, d) 2(1+V3)ma?,
e) 1(1+V5)ma®.

Ctverec ABCD lezi v 1. kvadrantu, A[0, 3], B[4, 0]. P¥imka, na
které lezi strana C'D ¢tverce, ma rovnici

a) 4dr + 3y +25=0, b) 3x+4y+ 12 =0,

c) 3r+4y—37=0, d) 4z — 3y + 12 =0,

e) —4dz+3y+13=0.

Piimka p o rovnici z —y+ 2 =0 je tecnou paraboly o rovnici
y+22+ar+b=0 vbodé T[-1, 7] pro

a) a=1, b=1, b) a=3, b=1,

c) a=1, b=-1, d) a=2, b=2,

e) aeR, b=2.

Jestlize sin2a =1, pak

a) tga =0, b) tga =1,
c) tga neni definovan, d) tga=—1,
1

e) tga = 3.
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13. Mnozinou vsech feseni nerovnice > 1 sneznamou x € R je

z+3] ~
) < ’ ) (_3a0>7 ) <076>a
c) (=00, =3) U (=3,00), d) (=6,0),
e) (=00,0).

14. Rovnice z? + ax — 6a® =0 (s nezndmou x) mé jeden kofen o pét
veétsi nez druhy koren prave tehdy, kdyz

a) a=1, b) a=—1,
c) a=1 nebo a= -1, d) a=0,
e) a je libovolné redlné ¢islo.
LY . sin2x
15. Maximalni defini¢ni obor funkce f(x) = je
cos T
a) U (—3m+km sm+kr), Db) R,
keZ
¢) U {sm+kn}, d) U (=37 +2km, 37+ 2km),
keZ kez
e) R— | {kn}.
kezZ

Vysledky: 1le, 2d, 3a, 4d, ba, 6a, 7d, 8c, 9e, 10c, 11c, 12b, 13a, 14c, 15a.



Argument

Jiny vyraz pro nezdvisle proménnou, fikdme napt. je dana funkce f argumentu x.
Pojem argument pouzivame v tomto smyslu Casto u logaritmili, napf.: argument
logaritmu je kladny.

Ciselna osa

Na libovolné ptimce p zvolime dva riizné body O a [ tak, aby |OI] = 1. Kazdému
bodu X ptfimky p pfifadime realné cCislo x tak, ze x = |OX], lezi-li bod X na
polopiimce OI a Cislo x = - |0X], lezi-li bod X na poloptimce opacné k polopiimce
Ol

Cty¥ihelnik

Ctytthelnik je mnohotihelnik pro n = 4.

Rovnobéznik (kosodélnik) je ¢tyfuhelnik, jehoZz protilehlé strany jsou rovnobézné a
stejn¢ dlouhé, thlopticky se puli.

Lichobé&znik je ¢tyithelnik, jehoZ dvé protilehle strany jsou rovnobézné — zakladny
lichobé&Zniku, druhé dvé protilehlé strany jsou riznobéZné — ramena lichobézniku.
Jsou-li ramena shodnd, nazyvame lichobéZznik rovnoramenny. Stfedni pticka
lichobéZzniku je usecka s krajnimi body ve sttedech jeho ramen.

Deltoid je ctytuhelnik, jehoz thlopticky deltoidu jsou navzajem kolmé. Deltoid,
jehoZ strany jsou shodné je kosoctverec.

Pticka ctytuhelniku je usecka, kterd nelezi na jeho strané a jejiz krajni body lezi na
stranach ¢tytfuhelniku.

Defini¢ni obor vyrazu
Defini¢ni obor je mnoZina vSech €isel, pro které ma vyraz smysl. Pfiklad: Defini¢ni
obor vyrazu V(x) = In(x + 1) + 1/x je mnoZina D(x)=(-1,0)U(0,).

Délitelnost celych kladnych c¢isel — vybrané pripady

Existuje-li pro cela kladna Cisla a, b celé ¢islo x takové, Ze a = bx , fikdme, Ze Cislo
b je délitelem c¢isla a nebo ze Cislo a je délitelné Cislem b nebo také, Ze Cislo a je
nasobkem ¢isla b.

Cislo je délitelné dvéma, jestlize na zakladnim misté (misto jednotek v desitkové
soustave) je suda Cislice nebo nula, tj. Cislo je sudé.

Cislo je délitelné tiemi, jestlize jeho ciferny soucet je délitelny tiemi.

Cislo je délitelné sedmi, jestlize je sedmi délitelny rozdil posledniho trojéisli a ¢isla
ze zbylych Cislic. Je-li v tomto rozdilu menSenec mensi nez mensSitel, pficteme
k nému vhodny ndsobek sedmi, nebo tento ndsobek odecteme od mensitele. Pt. 941
325 je délitelné sedmi, nebot’ 325-(941-700) = 84 = 7.12.



Dvojice primek

Pro dvé ptimky a, b plati prave jedna z moznosti:

a, b jsou rovnobezné rizné — piimky a, b nemaji spolecny bod

a, b jsou riiznobézné — primky a, b maji jeden spolecny bod

a, b jsou splyvajici rovnobézné - piimky @, b maji vSechny body spolecné
a, b jsou mimobézné — ptimky a, b nelezi v jedné roving.

Pticka mimobézek je kazdé primka, kterd protind obé mimobé&zky.

Ekvivalentni rovnice

Ekvivalentni rovnice jsou takové rovnice, které maji stejnou mnoZinu feSeni ve
stejném defini¢nim oboru.

Ekvivalentni uprava rovnice je takova Uprava, pii které ptivodni i upravend rovnice
jsou ekvivalentni. Pfi ekvivalentni ipravé Zadné feSeni dané rovnice nepiibude ani
neubude.



Elipsa

Elipsa je mnoZina vSech bodd roviny, kter¢ maji od dvou riznych bodu E,F
(ohniska elipsy) této roviny staly soucet vzdalenosti 2a > |EF]|.

|ES| = |F'S| = e, excentricita

S, stied elipsy

|4S| = |BS| = a, hlavni poloosa

A, B hlavni vrcholy

b=+a’-é

|CS| = |DS| = b, vedlejsi poloosa

C, D, vedlejsi vrcholy

Ptimky ET, FT, spojnice bodu T elipsy s jejimi ohnisky, nazyvame privodic¢e bodu
T

Elipsa je soumérna podle hlavni osy 4B = oy, vedlejsi osy CD = o, a stiedu S.
Piimka, ktera s elipsou nema zadny spolec¢ny bod, tj. vSechny jeji body jsou
vnéjSimi body elipsy, se nazyva nesecna elipsy.

Ptimka, kterd ma s elipsou spole¢né praveé dva rizné body M, N, se nazyva se€na
elipsy. T¢tiva elipsy je tsecka s krajnimi body na elipse.

Ptimka, ktera ma s elipsou jediny spolecny bod, vSechny ostatni jeji body jsou
vnéjSimi body elipsy. Tecna v bod¢€ T elipsy ptli ten thel privodich ET a FT, ve
kterém neleZi jeji stfed S.



Exponent (mocnitel)
. b 4 W
Mocnina a” se zakladem a a exponentem b (teme a na b, nebo a na b-tou).
Je-lia#0 a
. - , . . b v e - o R v 17
1. b je pfirozené, je mocnina a” rovna soucinu b Ciniteld, z nichZ je kazdy roven a,
tj.
a"=a.a. ... .a(bkrat)
. r 4 /4 . M h 1
2. bje celé zaporné, je mocnina o’ = —-

b
3. b=0,je a" =1

a

r
Je-li a>0 ab je racionalni, tj.b=2, je mocnina o’ =a? =4a” .
q

Je-lia = 0 a b je piirozené ¢&islo, je mocnina a” = 0.

Hranol

Zvolme n-uhelnik v rovin€ p, rovinu p” s ni rovnobéznou, riznou a ptimku p (smér
boc¢nich hran), ktera je rznobézna s rovinou p. Potom mnoZina vSech bodii v§ech
usecek rovnobéznych s ptimkou p, které maji jeden krajni bod v n-thelniku
(podstave) a druhy krajni bod v roving p’, je n-boky hranol.

Pravidelny hranol mé podstavu pravidelny n-thelnik a smér p bo¢nich hran kolmy
na rovinu p podstavy.

Kvadr je kolmy hranol (pfimka p je kolma k rovin€ podstavy), jehoZ podstava je
obdélnik.



Hyperbola

Hyperbola je mnozina vSech bodl roviny, pro které absolutni hodnota rozdilu jejich
vzdalenosti od dvou riznych bodi E,F — ohniska hyperboly — je rovna 2a < |[EF].
|ES| = |F'S| = e, excentricita

S, stfed hyperboly

|[AS| = |BS| = a, hlavni poloosa

A, B, hlavni vrcholy

a’+b*=¢

b, vedlejsi poloosa

Hyperbola je soumérna podle svého sttedu S, hlavni osy AB = 0, a vedlejsi osy oy,
ktera prochazi sttedem hyperboly kolmo na hlavni osu.

Hyperbola je slozena ze dvou vétvi, které nemaji spole¢né body a jsou soumérné
podle vedlejsi osy o,.

Asymptoty jsou piimky jdouci sttedem S hyperboly, které maji od hlavni osy o,
odchylku a, pro kterou plati: tg a = b/a.

Rovnoosé hyperbola ma stejné poloosy, a = b, a jeji asymptoty jsou kolmé.

Sec¢na hyperboly - pfimka, kterd ma s hyperbolou pravé dva spolecné body M, N,
vSechny vnitini body useCky MN jsou vnitinimi nebo vnéjSimi body hyperboly.
Piimka, kterd je rovnobéznad (rliznd) s asymptotou, mé s hyperbolou spolecny
jediny bod a je jeji secna.

Ptimka, kterd neni rovnobézna s asymptotou a ma s hyperbolou jediny spole¢ny
bod je jeji tecna.

Ptimka, kterd ma s hyperbolou spolecné dva riizné body je jeji seCna.



Interval

Intervalem nazyvdme podmnozinu I mnoziny vSech realnych ¢isel R, jestlize I je
rovna jedné z mnoZzin vSech redlnych ¢isel x takovych, Ze

a<x<b, tj. otevieny interval (a,b)

a <x<b,tj. uzavieny interval (a,b)

a <x<b,t]. interval uzavieny zleva (a,b)

a < x<b, t]. interval uzavieny zprava (a,b)

x >a (popf. X > a), tj. interval (a,), (popf. (a,»)), neomezeny zprava

x<a (popf. x <a), tj. interval (-oo,a), (popt. (-—x,a)), neomezeny zleva

je to mnozina vSech redlnych Cisel z R, R = (- w,x).

Jehlan

V roviné p zvolime n-thelnik M (podstava jehlanu) a mimo rovinu p bod ¥ (vrchol
jehlanu). Mnozina vSech bodi vSech usecek s jednim spole€nym krajnim bodem
V'a druhym krajnim bodem v podstavé M, se nazyva n-boky jehlan s vrcholem V' a
podstavou M. Trojuhelnik s vrcholem V, jehoz stranou je jedna strana podstavy se
nazyva sténa jehlanu.

Pravidelny jehlan mé4 podstavu M pravidelny n-thelnik a spojnice vrcholu V se
sttedem S podstavy je na rovinu p kolma.

Komoly jehlan dostaneme z daného jehlanu tak, Ze zvolime rovinu p’, rovnobé&znou
s rovinou p podstavy, ktera oddéluje vrchol V od podstavy (podstava a vrchol lezi v
opacnych poloprostorech uréenych rovinou p’). Cast daného jehlanu mezi rovinami
p a p’ se nazyva komoly jehlan.

Pravidelny cCtyfstén je pravidelny trojboky jehlan, jehoz stény 1 podstava jsou
shodné rovnostranné trojuhelniky.



Kolmost primek a rovin

Rlznobézné piimky jsou kolmé, jestlize vSechny ctyti uhly, které urCuji, jsou
shodné.

Mimobézné ptimky a, b jsou kolmé, jestlize piimky a, b jsou kolmé, kde b” je
libovolna pfimka rovnobé€zna s ptimkou b a riznobéznd s piimkou a.

Ptimka je kolma k roving, jestlize je kolma ke vSem piimkdm roviny (definice
kolmosti ptimky a roviny).

Ptimka je kolma k roving, jestlize je kolma ke dvéma rliznobézkam této roviny
(kriterium kolmosti).

Dv¢€ roviny jsou kolmé, jestliZze jedna rovina obsahuje aspoil jednu piimku kolmou
ke druh€ roving.

Kfrivka
Podle fyzikalni ptedstavy je kiivka draha pohybujiciho se bodu.
Priklady kiivek: ptimka, kruznice, elipsa, parabola, hyperbola, lomena cara.

Lomena ¢ara, uzavirena lomena ¢ara
Je déna posloupnost bodi 4,,4,,...,4, ,,4,. Sjednoceni usecek 4,4,,4,4,,...,4, ,4

n—1°>“"n
A

n

(strany lomené¢ ¢ary) se nazyva lomena ¢ara 4,4,4,... 4

n—1

Lomen4 ¢éra je uzaviena, jestlize 4= 4,.

Koreny rovnice (téZ reSeni rovnice), korenovy cinitel, dvojnasobny koren
Jestlize pro Cislo a z defini€niho oboru rovnice f(x)=0 plati f{a)=0, nazyvame Cislo
a kotenem (feSenim) rovnice f(x)=0. Predpis f miize byt libovolny funk¢ni ptedpis.
Ptiklad rovnice: In(x-1) +tgx —x + 7= 0.

Je-li ptedpis f mnohoclen, je rovnice algebraicka s nezndmou x, x € R, tedy rovnice
matvar a x"+a, x""' +...+a,=0, kde a, jsou realna Cisla.

Algebraickou rovnici mliizeme piepsat ve tvaru (x—o)(x—a,)-....(x—«,) =0,

kde «,a,,...,a, jsou vSechny koteny rovnice (obecné¢ komplexni ¢isla). Dvojclen
(x —a,) nazyvame kotenovy Cinitel (ur¢eny kofenem «, ).

Lze-li rovnici psat ve tvaru (x—e,)’(x—a,)-....(x—a,)=0 a zadné z Cisel a,,a;....,a,
neni rovno Cislu «,, nazyvdme kofen «, dvojnasobnym kotfenem této rovnice.
Kofen 1 je dvojnasobnym kofenem rovnice x° —3x+2=(x—1)’(x+2)=0.



Koule a sféra, polokoule a jeji podstava, kulova use¢, kulovy vrchlik

Koule « o sttedu S a poloméru » je mnozina vSech bodil v prostoru, které maji od
bodu § vzdalenost mensi nebo rovnou r.

Hranice koule je sféra, tj. MnoZina vSech boda prostoru, které maji od bodu S
vzdalenost rovnou 7.

Rovina jdouci stfedem S rozdéli kouli na dvé polokoule, jejich hrani¢ni kruh se
nazyva podstava polokoule.

Kazda rovina, ktera protind kouli (prinikem je kruh), tj. mé od stfedu vzdalenost
mensi nez r, rozdéli kouli na dvé kulové useCe. Kruh v roviné fezu nazyvame
podstava usece. Hranice usece bez podstavy se nazyva kulovy vrchlik.

Kruh, tétiva, kruhova tse¢, kruhova vysec

Kruh o stfedu S s polomérem r je mnoZina vSech bodl v roviné, které maji od
sttedu S vzdalenost mensi nebo rovnou .

Hranice kruhu je kruznice o stfedu S's polomérem r, tj. mnoZina vSech bodl v
roviné, které maji od sttedu S vzdalenost rovnou r.

Tétiva kruhu (kruZnice) je Gisecka s krajnimi body na hrani¢ni kruZnici.

T¢tiva jdouci stfedem S se nazyva primér kruhu (kruznice).

Tétiva deli kruh na dvé usece.

Prinik kruhu s thlem, ktery ma vrchol ve sttedu S, je kruhova vysec.

KruZnice, jednotkova kruzZnice, te¢na kruznice, tétiva

KruZnice o sttedu S s polomérem 7 je mnozina vSech bodi v roving, které maji od
bodu § vzdalenost rovnou r.

Jednotkova kruZnice je kruznice s polomérem jedna.

Dva body A4, B kruZznice rozdé€li kruznici na dvé Casti. Kazdou z nich nazyvame
kruznicovy oblouk. Body 4, B jsou krajni body oblouku.

Tecna kruznice je pfimka, kterd ma s kruznici spole¢ny pravé jeden bod 7. Tec¢na je
kolméa na polomér 7.

Tétiva kruznice je tsecka s krajnimi body na kruznici.



Mnohostén, pravidelny mnohostén, polopravidelny mnohostén

Mnohostén je uzaviend podmnozina prostoru, jejiz hranici je sjednoceni konecného
poctu mnohouhelnikii. Tyto mnohothelniky nazyvadme stény mnohosténu.
Spole¢n4 strana dvou stén je hrana mnohosténu. Vrcholy stén jsou vrcholy
mnohosténu.

Pravidelny mnohostén ma vSechny stény shodné pravidelné mnohotihelniky. Jeho
vrcholy lezi na sféfe. Existuje pravé pét pravidelnych mnohosténii:

Pravidelny Ctyfstén ma vSechny Ctyfi stény rovnostranné trojuhelniky.

Pravidelny Sestistén (krychle) ma vSech Sest stén Ctverce.

Pravidelny osmistén mé vSech osm stén rovnostranné trojuhelniky. Je sjednocenim
dvou pravidelnych ctyibokych jehlanli se spole¢nou podstavou a bocnimi hranami
stejné délky.

Pravidelny dvanéctistén ma stény pravidelné pétithelniky.

Pravidelny dvacetistén ma stény rovnostranné trojihelniky.

Polopravidelny mnohostén mé stény pravidelné mnohouhelniky rtznych typt
(napt. klasicky geometricky model fotbalového mice ma stény pravidelné
pctithelniky a Sestithelniky).

Mnohoclen n-tého stupné

Algebraicky vyraz ax"+a, x"'+...+q,, ve kterém a,,a, ,,...,a, jsou realna Cisla

n—1°°"*

(koeficienty mnohoclenu), x je redlnd proménnd, n nezaporne celé Cislo (stupeni
mnohoclenu), se nazyva mnohoclen n-tého stupné, jestlize koeficient a, je rlzny

od nuly.
Koeficient @, nazyvame absolutni clen mnohoc¢lenu.

Mnohoclen, ktery mé vSechny koeficienty rovny nule, se nazyva nulovy
mnohoclen, nedefinujeme jeho stuperi.

Mnohoclen 0-tého stupné je konstanta.

Mnohoclen ax+b se nazyva linearni dvojclen.

Mnohoclen ax® +bx +c se nazyva kvadraticky troj¢len.

Mnohouhelnik

Mnohothelnik, téZ n-tihelnik, je rovinny obrazec, jehoZ hranici je uzaviena lomena
¢ara o n stranach, n>3. Strana lomené¢ Cary je stranou mnohouhelniku. Strany se
spoleénym vrcholem se nazyvaji sousedni strany. Uhlopti¢ka mnohothelniku je
spojnice dvou vrcholi, které nejsou sousedni. Uhel, ve kterém leZi viechny body
mnohothelniku a jehoz ramena jsou sousedni strany, se nazyva vnitinim thlem
mnohouhelniku.

Pravidelny mnohouhelnik mé vSechny strany a vSechny vnitini thly shodné.



MnozZina, podmnoZina, sjednoceni, prinik a rozdil mnoZin

Pod pojmem mnozina rozumime takovy soubor objektii — prvki, o kterych mizeme
rozhodnout, zda do tohoto souboru patii ¢1 nepatii.

Rikame, Ze x je (p¥ip. neni) prvkem mnozZiny M a zapisujeme x e M (pfip. x& M ).
MnozZina 4 je podmnoZinou mnoZiny B, piSeme 4 c B, je-li kazdy prvek mnoZiny
A prvkem mnoziny B.

Sjednocenim mnoZin 4 a B je mnoZina AuB vSech prvkil, které jsou prvky
bud’ mnoZiny 4 nebo mnoziny B.

Prinik mnozin 4 a B je mnoZina 4N B vSech prvki, které jsou z mnoZiny 4 a
zaroven z mnoziny B.

Rozdil mnozin 4 a B je mnoZina A-B vSech téch prvkii mnoZiny 4, které nejsou
prvky mnoZiny B.

Mnoziny cisel

Mnozina pfirozenych ¢isel: N = {1,2,3,4,....}

Mnozina celych cisel Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} je mnoZina, kterd vznikne
sjednocenim mnoZiny vSech pfirozenych Ccisel, mnoziny vSech c¢isel k nim
opacnych a nuly.

MnoZina racionalnich ¢isel Q je mnoZina vSech ¢isel tvaru L kde peZ,geN.
q

Cisla mizeme vyjadiovat v &iselnych soustavach. Pouzivame &iselnou soustavu se
zédkladem 10. Priklady: 328 = 3.102 + 2.10' + 8.10°, 7.10' + 9.10° + 4.10"' = 2.107 =
79,38. Tomuto vyjadreni fikdme desetinny rozvoj.

Kazdé racionalni ¢Cislo lze vyjadiit koneCnym nebo periodickym desetinnym
rozvojem (rozvoj je nekonecny, ale jistd skupina Cislic se v tomto rozvoji stale
opakuje).

Mnozina R reélnych ¢isel je mnozina vSech &isel, které 1ze vyjadtit konecnym
nebo nekoneénym desetinnym rozvojem. Vedle racionalnich Ccisel obsahuje
mnoZina redlnych Cisel 1 Cisla iraciondlni (jejich rozvoj neni ani konecny ani
periodicky).

Plati NcZcQcR.

Realna Cisla znazornujeme graficky na ciselné ose (t€Z osa redlnych Cisel).
Kazdému redlnému ¢islu odpovida pravé jeden bod ¢iselné osy.

MnozZina komplexnich €isel C je mnoZina vSech uspotadanych dvojic (a,b) realnych
¢isel s definovanymi operacemi a jejich vlastnostmi. Komplexni ¢isla zapisujeme
ve tvaru a+ib. Realné ¢islo a se nazyva redlna Cast, b imaginarni ¢ast komplexniho
Cisla, symbol i oznacCuje imagindrni jednotku. Komplexni ¢isla zobrazujeme v
Gaussoveé roving. Kazdému komplexnimu cislu odpovidd jeden bod Gaussovy
roviny.



Mocnina, poc€itani s mocninami

Cisla a, b jsou kladna realna ¢isla (zdklad mocniny), racionalni Cisla m, n, 7, p, s
jsou exponenty (mocnitele).

Jod =g 2o 2fb =1fab
a:a =a"’ ta:4lb =<
b

(@) =a" (%)S = '{/a_s
a b =(aby  Nia="a

a b =(3jr Yo ="%a"

Odmocnina, n-ta odmocnina

n-ta odmocnina z nezdporné¢ho redlného Cisla a je nezadporné Cislo b takové, ze
b"=a, neN.PiSeme b=%/a, aje odmocnénec, téz zaklad odmocniny.

Pro pocitani s odmocninami plati stejné pravidla jako pro pocitani s mocninami.

Omezena funkce

Funkce f je omezenad shora na mnoziné¢ M, existuje-li takové Cislo heR, Ze
f(x)<h,prokazdé xe M .

Funkce f je omezend zdola na mnoziné M, existuje-li takové Cislo deR, Ze
f(x)>d,prokazdé xeM .

Funkce f je omezend na mnoZiné M, existuje-li takové kladné redlné Cislo c, Ze
plati —c< f(x)<c, pro kazdé xe M .

Orientovana usecka

Usecka, u které je definovan pocateéni a koncovy bod, se nazyva orientovana
useCka. Krajni body usecky tvoii uspofadanou dvojici bodi, prvni bod je bod
pocatecni, druhy je bod koncovy.

Velikost orientované usecky je rovna vzdalenosti jejiho pocateCniho a koncového
bodu.

Osa usecky
Osa usecky je ptimka, ktera prochézi stredem této iseCky a je k dané usecce kolma.



Parabola
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V roviné je dan bod F a pfimka d, ktera bodem F neprochédzi. MnoZina vSech bodil
v roving, které maji stejnou vzdalenost od bodu F (ohnisko) a pfimky d (fidici
ptimka), se nazyva parabola.

Parabola je soumérna podle osy o, ktera prochazi kolmo na ftidici pfimku d
ohniskem F. PrisecCik 4 osy o s parabolou se nazyva vrchol paraboly.

Vzdalenost p ohniska od fidici pfimky se nazyva parametr paraboly.

Pfimka, kterd ma s parabolou spolecné dva rizné body je jeji seCnou. Tétiva
paraboly je usecka, jejiz krajni body lezi na parabole.

Ptimka, kterd je rovnobéZzna s osou paraboly, mé s parabolou spole¢ny jediny bod a
je jeji se€nou.

Piimka, kterd neni rovnobézna s osou paraboly a mé s parabolou spolecny jediny
bod, je te¢nou paraboly.

Vrcholova te¢na paraboly je te¢na v jejim vrcholu A4.

Polorovina

Kazda ptimka p rozdé€li rovinu na dvé poloroviny. Pfimku p nazyvédme hrani¢ni
ptimkou poloroviny. Ma-li pfimka p v roving€ s kartézskou soustavou soufadnic
Oxy obecnou rovnici ax+by +c¢=0, jsou poloroviny s hrani¢ni pifimkou p popsany
nerovnicemi ax+by +c <0, resp. ax+by+c>0.

Rota¢ni kuzel, plast’ rota¢niho kuzele

Rotaci pravouhlého trojuhelnika kolem jeho jedné odvésny vznikd rotacni kuzel.
Druhé odvésna pfi této rotaci vytvoii kruh, ktery je podstavou kuZzele. Piepona
vytvoii rotaci plast’ rotacniho kuzele, ktery se do roviny rozvine do kruhové vysece.



Rotacni valec, plast’ rota¢niho valce

Rotaci obdélnika kolem jeho jedné strany vznika rotani valec. Kruhy, které
vytvoii pii rotaci strany obdélnika kolmé na osu rotace, jsou podstavy. Strana
rovnob&Zznd s osou rotace vytvoii plast’ valce, rozvinutim plasté¢ do roviny je
obdélnik o stranach rovnych jednak vysce valce, jednak délce kruznice, ktera je
hranici podstavy valce.

Reseni nerovnice

Nerovnice sredlnou proménnou x je zapis nerovnosti dvou vyrazd, tj.
f(x)> g(x), f(x)=g(x), f(x) < g(x), f(x)<g(x), kde fa g jsou redlné funkce proménné
x. Definiéni obor nerovnice je prinikem defini¢nich oborii obou funkci. Re$enim
nerovnice je mnozina vSech x z definicniho oboru nerovnice, po jejichZ dosazeni
do nerovnice dostaneme pravdivou nerovnost.

Shodnost trojuhelniku

Dva trojuhelniky jsou shodné, jestlize se shoduji

ve vSech tfech stranach (véta sss)

v jedné stran¢ a thlech k ni pfilehlych (véta usu)

ve dvou stranach a uhlu, ktery tyto strany sviraji (véta sus)
ve dvou stranich a thlu proti vétsi z nich (véta Ssu)



Souradnice v roviné
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V roviné je zadana dvojice Ciselnych os x a y, které jsou navzajem kolmé a jejich
pruseciku O odpovida na obou osach €islo 0. Jednotka 1 je stejnd pro obé& Ciselné
osy. Kazdému bodu v roving je jednoznacné ptifazena usporadané dvojice realnych
Cisel (souradnice bodu), viz obrazek. Souradnice bodu A4 v kartézské soustave
soufadnic jsou &isla [a,,a,] takova, Ze 4, je prisecik osy x s piimkou jdouci bodem
A rovnobézné sosou y a a, je pruseCik osy y spiimkou jdouci bodem A
rovnobéZné s osou x.

Trojice Oxy se nazyva kartézskd soustava soufadnic v rovin€. Piimky x, y se
nazyvaji osy soufadnic (také soutadnicové osy).

Osy x a y rozdé&li rovinu na ¢tyfi kvadranty:

v 1. kvadrantu lezi body, které maji ob& soutfadnice kladné

ve 2. kvadrantu lezi body, které maji 1. soufadnici zdpornou a 2. soufadnici
kladnou

ve 3. kvadrantu lezi body, které maji ob€ soufadnice zaporné

ve 4. kvadrantu lezi body, které maji 1. soufadnici kladnou a 2. soufadnici
zapornou.

Spolecny jmenovatel

Spole¢ny jmenovatel zlomkid je obvykle nejmensi spolecny nasobek téchto
jmenovateld. Je to takové celé Cislo, které je délitelné vSemi jmenovateli danych
zlomkadi.



Trojuahelnik

Trojuhelnik je mnohouhelnik se tfemi vrcholy 4,B,C. Useéky AB, BC, CA jsou jeho
strany. Jejich délky oznaCujeme (potad®) c, a, b. Vnitini Ghly pii vrcholech A, B,
piip. C, (protilehlé stranam BC, AC, ptip. AB) oznacujeme a, B, ptip. vy.

Osa thlu v trojihelniku je osa jeho vnitiniho thlu.

Usecka spojujici vrchol trojuhelniku se stfedem jeho protéjsi strany je t&Znice.
Stiedni pticka v trojihelniku je Gisecka spojujici stiedy dvou stran.

Vyska v trojuhelniku ptislusna ke strané¢ CB je bud’ kolmice z bodu A k piimce BC
(vyskou rozumime piimku) nebo tisecka na této kolmici s jednim krajnim bodem A
a druhym krajnim bodem na piimce BC. VySky ke vSem tfem strandm trojuhelniku
se protinaji v jednom bodg¢.

Rovnostranny trojuhelnik ma vSechny tii strany stejn€ dlouhé, vSechny vnitini thly
maji velikost 60°.

Rovnoramenny trojihelnik mé4 aspoit dvé strany stejné dlouhé. Ty se nazyvaji
ramena, tieti strana je zakladna.

Pravouhly trojuhelnik ma jeden thel pravy. Strana proti tomuto uhlu se nazyva
piepona, ostatni dvé strany jsou odvésny.

Kruznice trojuhelniku vepsané se dotyka jeho stran a lezi uvnitt trojuhelniku, jeji
stted je v praseciku os vnitinich Ghla trojuhelniku.

KruZnice trojuhelniku opsand ma stfed na osach jeho stran.



Uhel
Uvazujme kruznicovy oblouk o urCeny body 4, B na kruZnici o stfedu V a
poloméru 1. Rovinny thel AVB (také a) je sjednoceni vSech poloptimek VX, kde
bod X je bodem oblouku a.
Bod V nazyvéme vrcholem, poloptimky VA, VB ramena uhlu AVB.
Uhel vedlejdi kuhlu AVB je thel BVA’, kde VA" je opacna polopiimka
k poloptimce VA.
Je-li oblouk a
polokruznice, nazyvame uhel AVB piimy uhel,
casti polokruznice, nazyvame thel AVB konvexni thel,
nulovy (body A a B splynuly, oblouk a tvofi pouze bod A=B), nazyvame
uhel AVB nulovy thel,
celd kruznice (body A a B splynuly, oblouk a je celd kruznice), nazyvame
uhel AVB plny thel.

Velikost thlu AVB je odvozena z délky oblouku a:

velikost nulového uhlu je 0

velikost plného thlu je 2n

velikost uhlu AVB je jeden radian (1 rad), ma-li oblouk o délku 1

velikost uhlu AVB je jeden stupen, ma-li oblouk o délku %

Velikost uhlu v obloukové mitfe je Cislo zintervalu (0,27), velikost Ghlu ve
stupniové mife je veliCina z intervalu (0°,360°).

Uhel « e (0,7) se nazyva ostry thel.

Uhel « e (z,27) se nazyva tupy thel.

Orientovany uhel je thel, u kterého tvofi ramena uspotadanou dvojici poloptimek.
Velikosti orientovaného thlu AVB a uthlu BVA se 1i§i znaménkem. Zpravidla se
kladn4 orientace urcuje pohybem ruci¢ek hodin, kladné orientace je méfena proti
jejich pohybu. Napiiklad uhel, jehoZ ramena piedstavuji ru€icky hodin v poloze
praveé 3 hodiny, pficemz mala rucicka je pocatecni rameno ma velikost 90°.

Uréeni roviny

Kazdymi tfemi body A4,B,C, které nelezi na téze ptimce, je urCena jedina rovina.
Jind ekvivalentni urceni roviny:

rovina je urCena ptimkou a bodem, ktery na ni nelezi

rovina je urcena dvéma riiznymi rovnob&Znymi primkami

rovina je urcena dvéma riiznob&znymi piimkami

Rovina je uréena bodem roviny a piimkou, kterd je k rovin¢ kolma.



Zobrazeni

Zobrazeni f zmnoziny 4 do mnoziny B je pfifazeni (pfedpis, navod), ktery
kazdému prvku x mnoZiny A ptifazuje nejvyse jeden prvek z mnoZiny B.

Prvky mnoziny 4 nazyvame vzory, prvky mnoziny B obrazy.

Prosté zobrazeni ptifazuje riznym vzorim rizné obrazy.
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